Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί
Βιβλίο Καθηγητή

1.2. Απλοί γεωμετρικοί μετασχηματισμοί συναρτήσεων

1.2.1. Η ιδέα που διέπει το σενάριο

Ένας από τους πιο απλούς τρόπους κατασκευής γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων είναι η εφαρμογή διαφόρων γεωμετρικών μετασχηματισμών στις γραφικές παραστάσεις βασικών συναρτήσεων. Στο σενάριο αυτό οι μαθητές εμπλέκονται στην κατασκευή γραφικών παραστάσεων συναρτήσεων. Εργάζονται με βασικές συναρτήσεις και εφαρμόζουν σε αυτές τρεις τύπους γεωμετρικών μετασχηματισμών, προκειμένου να μετασχηματίσουν τη γραφική παράσταση της κάθε βασικής συνάρτησης στη γραφική παράσταση της επιθυμητής συνάρτησης. Στη συνέχεια θα πρέπει να εκφράσουν αλγεβρικά τις εξισώσεις των νέων συναρτήσεων και να εξετάσουν ποιες ιδιότητες των βασικών συναρτήσεων διατηρούνται και ποιες όχι.

Το σενάριο είναι εισαγωγικό και έχει στόχο να βοηθήσει τους μαθητές να εξοικειωθούν με τα προτεινόμενα υπολογιστικά περιβάλλοντα και με τις διαδικασίες μετασχηματισμών. Οι μαθητές αντιμετωπίζουν τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς, που ήδη γνωρίζουν, της συμμετρίας ως προς σημείο και άξονα, της στροφής και της ομοιοθεσίας. Καλούνται να διαχειριστούν έτοιμους μετασχηματισμούς γεωμετρικών σχημάτων και να παρατηρήσουν τον τρόπο με τον οποίο τα σημεία του αρχικού σχήματος απεικονίζονται στα σημεία του σχήματος-εικόνας. 

Τα ερωτήματα και τα προβλήματα που ενδεχομένως θα προκύψουν μπορεί να εμπλέξουν τους μαθητές σε καταστάσεις:
· Πειραματισμού για την κατασκευή μετασχηματισμών με διάφορους τρόπους. 

· Μελέτης των ιδιοτήτων και των χαρακτηριστικών των δύο σχημάτων προτύπου και εικόνας.

· Έκφρασης του τρόπου απεικόνισης των σημείων του αρχικού σχήματος στο τελικό. 

· Πειραματισμού για το μετασχηματισμό διαφόρων σχημάτων με συνδυασμό απλών γεωμετρικών μετασχηματισμών. 

1.2.2. Η επιστημονική υπόσταση του γνωστικού αντικειμένου

Στην ενότητα αυτή οι μαθητές διαπραγματεύονται τους βασικούς γεωμετρικούς μετασχηματισμούς, οι οποίοι τους επιτρέπουν να δημιουργούν νέες συναρτήσεις με τη βοήθεια των βασικών συναρτήσεων. Οι μετασχηματισμοί αυτοί είναι οι εξής:

Ανάκλαση συναρτήσεων 

Υποθέτουμε ότι y=f(x) είναι μια συνάρτηση. Τότε:
· Η γραφική παράσταση της y=f(-x) προκύπτει από την απεικόνιση της γραφικής παράστασης της y=f(x) διά μέσου της συμμετρίας ως προς τον ψψ΄ άξονα. 

· Η γραφική παράσταση y=-f(x) λαμβάνεται με την απεικόνιση της γραφικής παράστασης της y=f(x) διά μέσου της συμμετρίας ως προς τον χχ΄ άξονα.

1.2.3. Οι επιμέρους στόχοι

Στο πλαίσιο αυτού του σεναρίου οι μαθητές αναμένεται:
· Να πειραματιστούν με τις διαδικασίες μετασχηματισμού σημείων του επιπέδου σε σημεία του επιπέδου.

· Να διερευνήσουν τη σχέση που έχει το σχήμα-πρότυπο με το σχήμα-εικόνα που προκύπτει από τους απλούς γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.

· Να ορίσουν συγκεκριμένους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς σε βασικές συναρτήσεις, προκειμένου να έχουν ως εικόνες συγκεκριμένες συναρτήσεις.

· Να ορίσουν γεωμετρικούς μετασχηματισμούς, ώστε να προκαλέσουν ανάκλαση ως προς ευθεία, προκειμένου να προκύψουν συγκεκριμένες συναρτήσεις.

· Να υπολογίσουν την αλγεβρική έκφραση των συναρτήσεων εικόνων που προέρχονται από τους μετασχηματισμούς ανάκλασης σε βασικές συναρτήσεις.

· Να αναγνωρίσουν ποια χαρακτηριστικά μεταβάλλονται και ποια διατηρούνται στην εικόνα μιας συνάρτησης κατά τους παραπάνω μετασχηματισμούς. 

· Να εκφράσουν αλγεβρικά και γεωμετρικά τις διαδικασίες των απλών γεωμετρικών μετασχηματισμών.

1.2.4. Τα εργαλεία και τα μέσα 

Οι μαθητές θα πρέπει να χρησιμοποιήσουν τον υπολογιστή και το λογισμικό Cabri Geometry II Plus. Επίσης, θα χρειαστούν φύλλα εργασίας και πρόχειρο χαρτί, όπου θα κρατούν σημειώσεις. 

1.2.5. Η αναγκαία προετοιμασία

Οι εκπαιδευτικοί των Μαθηματικών μελετούν τις προτεινόμενες δραστηριότητες, με σκοπό να προσαρμόσουν στη διδακτική ατζέντα και στο σχεδιασμό τους:
· Τα προτεινόμενα φύλλα εργασίας. Ωστόσο, μπορούν να κατασκευάσουν και δικά τους φύλλα εργασίας στα οποία θα διατυπώσουν ερωτήματα ή προβλήματα σχετικά με το αντικείμενο διερεύνησής τους. 

· Τον τρόπο, το χρόνο και τη σειρά διεξαγωγής των προτεινόμενων ή των τροποποιημένων φύλλων εργασίας.

Επίσης σχηματίζουν τις ομάδες των μαθητών, ανάλογα με τις θέσεις κάθε μαθήματος στο εργαστήριο υπολογιστών, και επιλέγουν τους μαθητές των ομάδων είτε τυχαία είτε με βάση τις γνώσεις ή την εμπειρία που έχουν στη χρήση του λογισμικού, τοποθετώντας στις διάφορες ομάδες εκείνους που έχουν μεγαλύτερες ικανότητες. Ιδιαίτερα όταν οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή με κάθε λογισμικό, καλό θα είναι ο εκπαιδευτικός να δημιουργήσει και να δώσει έτοιμο στους μαθητές το αρχείο με το οποίο θα εργαστούν. 

1.2.6. Οι διδακτικές οδηγίες και προτάσεις που συνοδεύουν τα φύλλα εργασίας

Προετοιμασία των μαθητών

Ζητήστε από τους μαθητές να σχολιάσουν πριν από την έναρξη της δραστηριότητας και για 5΄ την έννοια της συμμετρίας ως προς άξονα. Επίσης, θα πρέπει με τη βοήθειά σας να εστιάσουν την προσοχή τους στη διαδικασία ανάκλασης αντικειμένου σε καθρέπτη και να συζητήσουν σχετικά με την έννοια της ανάκλασης ως μετασχηματισμός και ως διαδικασία αντιστοίχισης των σημείων του αρχικού σχήματος με τα σημεία του σχήματος-εικόνας.

Διαχείριση των εργαλείων του μικρόκοσμου

Ζητήστε από τους μαθητές:
· Να κινήσουν αργά το σημείο Α και να παρακολουθήσουν την κίνηση των σημείων Μ και Ν.

· Να μεταβάλλουν τους συντελεστές της εξίσωσης, προκειμένου να ορίσουν μια νέα εξίσωση.

· Να περιγράψουν με δικά τους λόγια τις μεταβολές που παρατηρούν.

· Να εφαρμόσουν αλγεβρικούς κανόνες για τον υπολογισμό της αλγεβρικής εξίσωσης της συνάρτησης-εικόνας.
Διερευνήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να εκφράσουν μέσα στην ομάδα τους και στην τάξη τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την καμπύλη-εικόνα:
· Πώς μετακινείται, όταν ο συντελεστής διαστολής/συστολής αυξάνεται προς τις θετικές τιμές.

· Πώς μετακινείται, όταν ο συντελεστής διαστολής/συστολής μειώνεται προς τις τιμές μεταξύ 0 και 1.

Επίσης, να εκφράσουν τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την αλγεβρική αναπαράσταση της καμπύλης-εικόνας:
· Τι αλλαγές πρέπει να κάνουν στην εξίσωση f(x)=0,2x2, προκειμένου να αναπαραστήσουν αλγεβρικά την καμπύλη-εικόνα.

· Αν αναπαραστήσουν με το γράμμα x τη μεταβλητή της εξίσωσης της καμπύλης-εικόνας, πώς θα πρέπει να αναπαραστήσουν τη μεταβλητή της καμπύλης-προτύπου; 

Απαντήσεις ΦΥΛΛΟΥ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Ζητήστε από τους μαθητές να διατυπώσουν τις απαντήσεις τους μέσα στην τάξη. Παρακάτω δίνονται μερικές από τις πιθανές τους απαντήσεις:

Διερεύνηση 1

(α)
Η καμπύλη-εικόνα έχει, σε σχέση με την αρχική καμπύλη, αντίθετη καμπυλότητα, μονοτονία στα αντίστοιχα διαστήματα, καθώς και τα ίδια ακρότατα.

(β)
Ως εξίσωση της καμπύλης-εικόνας θα πρέπει να ορίσουν την f(x)=-0,2x2.

Διερεύνηση 2 

(α)
Η καμπύλη-εικόνα έχει, σε σχέση με την αρχική καμπύλη, την ίδια καμπυλότητα, μονοτονία στα αντίστοιχα διαστήματα, καθώς και τα ίδια ακρότατα.

(β)
Ως εξίσωση της καμπύλης-εικόνας θα πρέπει να ορίσουν την f(x)=0,2(-x)2=0,2x2. Δηλαδή, η καμπύλη-εικόνα στην περίπτωση αυτή ταυτίζεται με την αρχική. 

Διερεύνηση 3
(α)
Οι κανόνες προκύπτουν από τη γενίκευση των δύο προηγούμενων διερευνήσεων, κατηγοριοποιώντας τις δύο περιπτώσεις ανάκλασης. Ο κανόνας που προκύπτει για τη συνάρτηση y=f(x) έχει ως εξής: Η εξίσωση της καμπύλης-εικόνας ως προς την ανάκλαση στον οριζόντιο άξονα χ΄χ είναι y=-f(x), ενώ ως προς την ανάκλαση στον κατακόρυφο άξονα ψ΄ψ είναι y=f(-x). 

Ο εκπαιδευτικός μπορεί να επεκτείνει ή να τροποποιήσει τις προτεινόμενες δραστηριότητες, λαμβάνοντας υπόψη και όσες προτείνονται στο βιβλίο του μαθητή. 

1.2.7. Προτάσεις επέκτασης ή διαφοροποίησης των δραστηριοτήτων

1. Μπορείτε να διερευνήσετε την ανάκλαση ως προς τον κάθε άξονα της καμπύλης των συναρτήσεων f(x)=2x, f(x)=-x, f(x)=0,5x3, f(x)=5/x, f(x)=5/x2 κ.ά.;

2. Μπορείτε να διερευνήσετε την ανάκλαση ως προς τον κάθε άξονα ενός κύκλου με εξίσωση χ2+ψ2=ρ2 και να διατυπώσετε την εξίσωση της καμπύλης-εικόνας;

3. Μπορείτε να εφαρμόσετε και τις δύο ανακλάσεις διαδοχικά σε μια συνάρτηση ή σε ένα γεωμετρικό σχήμα (εφαρμόστε, για παράδειγμα, πρώτα την ανάκλαση του σημείου Μ της αρχικής καμπύλης στον οριζόντιο άξονα και μετά την ανάκλαση του σημείου-εικόνας Μ΄ στον κατακόρυφο άξονα); Μπορείτε να βρείτε την εξίσωση της τελικής καμπύλης-εικόνας;
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