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Οδηγίες για τον Εκπαιδευτικό
Γενικά στοιχεία εκπαιδευτικού πακέτου

	Τίτλος: 
	«Επαναληπτικές διαδικασίες»

	Γνωστικά αντικείμενα: 
	Μαθηματικά, Φυσική, Χημεία, Τεχνολογία , Πληροφορική

	Βαθμίδα Εκπαίδευσης / Τάξεις: 
	Γ΄ Γυμνασίου, Λύκειο


Κεντρικός άξονας εκπαιδευτικού πακέτου

Κεντρικός άξονας του εκπαιδευτικού πακέτου είναι η έννοια της «επανάληψης»,  στα μαθηματικά, τις φυσικές επιστήμες την τεχνολογία και την πληροφορική.
Η επανάληψη μπορεί να  δημιουργεί  ένα περιοδικό φαινόμενο, να  γεννά τους όρους μίας ακολουθίας, να περιγράφει την εξέλιξη δυναμικών φαινομένων, να κατασκευάζει γεωμετρικά αντικείμενα (Fractal δομές), να χρησιμοποιείται σαν εργαλείο προσέγγισης. Η επανάληψη ως σύνθεση συνάρτησης, η επανάληψη ως επανάκληση ενός προγράμματος. 

Μέσα από αλληλεπιδραστικά περιβάλλοντα, τα οποία δημιουργήθηκαν κυρίως με το εκπαιδευτικό λογισμικό MicroWorlds Pro, αναμένεται οι μαθητές να προσεγγίσουν τις παραπάνω καταστάσεις. Με τα αντίστοιχα φύλλα εργασίας, τα οποία εκτυπώνονται στην αρχή κάθε δραστηριότητας , στόχος του εκπαιδευτικού πακέτου είναι να εμπλέξει τους μαθητές να προσεγγίσουν τη γενική  έννοια της επανάληψης με  διερευνητικό τρόπο. 

Όλη η προσέγγιση διαπνέεται από μια λογική έρευνας στο εν λόγω θέμα.
Το εκπαιδευτικό πακέτο στοχεύει μέσα από τις ακόλουθες πρακτικές να βοηθήσει τους μαθητές να αποφύγουν τη μηχανιστική και παραθετική εννοιολογική μάθηση. Έτσι οι δραστηριότητες υποστηρίζουν:

· την αυτενέργεια και τη συνεργασία των μαθητών 

· την ανάπτυξη παραδειγμάτων που να έχουν νόημα για τους μαθητές

· την ανάπτυξη εικασιών 

· την πρόκληση γνωστικών συγκρούσεων

· τον  ερευνητικό τρόπο  εργασίας  μαθητών  και εκπαιδευτικών, δηλαδή την άμεση εμπλοκή τους στη  παρατήρηση, το σχεδιασμό, το πείραμα και την κατασκευή.  

· Τη διασύνδεση του προτεινόμενου θέματος με διαφορετικά γνωστικά αντικείμενα (διαθεματική προσέγγιση). 

Ο άξονας ανάπτυξης  του εκπαιδευτικού πακέτου, περιλαμβάνει θέματα όπως :

· Κατασκευή καμπυλών με επαναληπτικές διαδικασίες. 

· Σχεδιασμό  γεωμετρικών σχημάτων τα οποία προκύπτουν από επαναληπτικές διαδικασίες κατασκευής.

· Δυναμικά φαινόμενα, καθώς και  χαοτικές συμπεριφορές.

Στα περισσότερα σενάρια αρχικά υπάρχουν δραστηριότητες με μολύβι και χαρτί και στη συνέχεια σε περιβάλλον που βασίζεται στον προγραμματισμό (MicroWorls Pro). Σε ορισμένα σενάρια υπάρχουν και δραστηριότητες με αλληλεπιδραστικά λογιστικά φύλλα. Σε ορισμένα σενάρια υπάρχουν διασυνδέσεις στο διαδίκτυο όπου οι μαθητές μπορούν να διερευνήσουν τα αντίστοιχα θέματα με java applets. Στο χώρο του εκπαιδευτικού υπάρχουν αναλυτικά πολλές διασυνδέσεις στο διαδίκτυο όπου ο εκπαιδευτικός μπορεί να βρει πληροφορίες, να κατεβάσει και εγκαταστήσει ελεύθερα λογισμικά για τα οποία επισυνάπτονται και ορισμένα φύλλα εργασίας. 
Σκοπός του πακέτου είναι οι μαθητές με την εμπλοκή τους σε αυτά τα περιβάλλοντα να αποκτήσουν τις απαραίτητες γνώσεις και δεξιότητες ώστε να δύναται να δημιουργούν οι ίδιοι τελικά προϊόντα. 

Δομή
Εισαγωγή
Αποτελεί μια γρήγορη αναφορά για κάποια από τα αντικείμενα με τα οποία θα ασχοληθούν οι μαθητές. Σκοπός της είναι όχι μόνο να ενημερώσει τους μαθητές για το περιεχόμενο του πακέτου αλλά και να τους κάνει να ενδιαφερθούν ώστε να ασχοληθούν με τα προτεινόμενα σενάρια. 
Ενότητες και Σενάρια

Υπάρχουν οι παρακάτω τρεις ενότητες:

1. Σπείρες 

2. Fractals
3. Χάος

Η ενότητα 1 είναι ένα σενάριο

Η ενότητα 2 περιλαμβάνει ένα εισαγωγικό σενάριο με τίτλο «Γνωριμία με τα fractals» και δύο υποενότητες: α) Παραγωγή και μελέτη Μαθηματικών fractals και β) Παραγωγή και μελέτη Φυσικών fractals
Η υποενότητα «Παραγωγή και μελέτη Μαθηματικών fractals» περιλαμβάνει τέσσερα σενάρια και η υποενότητα «Παραγωγή και μελέτη Φυσικών fractals» περιλαμβάνει τρία σενάρια.
Η ενότητα 3 αποτελείται από τρία σενάρια
ΠΡΟΣΟΧΗ: Κρίνεται απαραίτητο να προηγηθεί το εισαγωγικό σενάριο με τίτλο «Γνωριμία με τα fractals» πριν οι μαθητές ασχοληθούν με κάποιο από τα σενάρια της δεύτερης ενότητας.
 Οδηγίες πλοήγησης   
Στο αριστερό μέρος της πρώτης σελίδας κάθε σεναρίου εμφανίζονται τα εικονίδια που αντιστοιχούν στα πέντε βήματα της εκπαιδευτικής μεθοδολογίας η οποία αναπτύσσεται παρακάτω.

Η επιλογή του κάθε βήματος γίνεται με κλικ στο αντίστοιχο εικονίδιο.

Προτείνεται η πλοήγηση να γίνεται με την ακόλουθη σειρά: 

Έναυσμα -> Υποθέσεις ->Πειραματισμός -> Συμπεράσματα ->Εφαρμογές.

Είναι αναγκαία η ολοκλήρωση κάθε βήματος πριν την έναρξη του επόμενου.
Στην τελευταία σελίδα κάθε βήματος της μεθοδολογίας, υπάρχει εικονίδιο / υπερσύνδεσμος με την πρώτη σελίδα του επόμενου βήματος.
Η εμφάνιση της αμέσως προηγούμενης σελίδας γίνεται  με τη χρήση του κουμπιού «Πίσω» (Back) του Internet Explorer.
Σε παλαιές εκδόσεις του Internet Explorer είναι πιθανό οι υπερσυνδέσεις οι οποίες καλούν τα αρχεία του εκπαιδευτικού λογισμικού MicroWorlds Pro να οδηγήσουν σε κενή σελίδα. Τότε στη “γραμμή διευθύνσεων” (address bar) εμφανίζεται η διεύθυνση του αρχείου και επιλέγοντας “μετάβαση” (go) ανοίγει το ζητούμενο αρχείο.
Εκπαιδευτική Μεθοδολογία 
Η κεντρική ιδέα ανάπτυξης των σεναρίων είναι η προσέγγιση της εκάστοτε θεματικής ενότητας μέσω της ιστορικά καταξιωμένης επιστημονικής / ερευνητικής μεθόδου, αυτής που όχι μόνο απετέλεσε - και αποτελεί - το εργαλείο του ανθρώπου / ερευνητή / επιστήμονα για την κατανόηση και περιγραφή του κόσμου του και εξοικειώνει / ασκεί το μαθητή με / στην επιστημονική σκέψη, αλλά - τελικά - και οριοθετεί (μαζί με την επιστημονική δεοντολογία) και αυτή την ίδια την επιστήμη από τις άλλες γνωσιακές περιοχές. Η επιστημονική / ερευνητική μέθοδος έχει διαμορφωθεί κατάλληλα σε εκπαιδευτική μέθοδο με τα παρακάτω βήματα:
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1. Έναυσμα ενδιαφέροντος – Παρατηρώ, Πληροφορούμαι, Ενδιαφέρομαι
- χρησιμοποιείται για την πρόκληση του ενδιαφέροντος του εκπαιδευτικού / μαθητή, σε αναλογία με την πρόκληση της περιέργειας του επιστήμονα / ερευνητή ανθρώπου για την έρευνα του φυσικού κόσμου,
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2. Διατύπωση Υποθέσεων – Προβληματίζομαι, Συζητώ, Υποθέτω
- προβληματισμός για το συγκεκριμένο θέμα, όπως έχει προκύψει από την πρόκληση του εναύσματος και συζήτηση που οδηγεί στη διατύπωση - καταρχήν - υποθέσεων για τα αίτια, αρχές λειτουργίας και τις παραμέτρους που το επηρεάζουν - ή που επηρεάζονται από αυτό -, 

- διερεύνηση των όποιων προαντιλήψεων των μαθητών ώστε στη συνέχεια, κατά τον πειραματισμό, να ενισχυθούν εποικοδομητικά οι ακριβείς προαντιλήψεις και να αρθούν οι εσφαλμένες,
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  3. Πειραματισμός – Ερευνώ, Ενεργώ, Πειραματίζομαι
- η διατύπωση ερωτημάτων και υποθέσεων και η διαμόρφωση της  επιστημο-κεντρικής / διαθεματικής αντιμετώπισης του θέματος αναδεικνύει την αναγκαιότητα περαιτέρω έρευνας, η ποικιλότητα της οποίας μάλιστα - συχνά - επιβάλει τον χωρισμό των μαθητών σε ομάδες και τον καταμερισμό / εξειδίκευση της εργασίας,

- η εργασία πεδίου, ο πειραματισμός, η μέτρηση, η στατιστική επεξεργασία, ο υπολογισμός σφαλμάτων και ανοχών, οι ποσοτικοί συσχετισμοί - όταν υπάρχουν ποσοτικές μετρήσεις-, η αξιολόγηση αποτελεσμάτων,... είναι επίσης χαρακτηριστικά της επιστημονικής μεθοδολογίας, και βέβαια δεξιότητες που επιδιώκονται και επιτυγχάνονται με τη χρήση της,

- ο συντονισμός των ομάδων που πειραματίζονται, ο χρονισμός και η τήρηση χρονοδιαγράμματος αλλά και η ανάδραση της πληροφορίας είναι βασικές συνιστώσες της επιτυχίας μιας συλλογικής προσπάθειας, στην οποία - με την καθοδήγηση του εκπαιδευτικού - ασκούνται οι εκπαιδευόμενοι μαθητές.
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4. Διατύπωση Θεωρίας – Συμπεραίνω, Καταγράφω, Ερμηνεύω
-    την επεξεργασία, αξιολόγηση, επιλογή και σύνθεση του συγκεντρωθέντος υλικού, των πειραματικών παρατηρήσεων, των μετρήσεων και των δεδομένων, αλλά και τον όποιο ποσοτικό ή ποιοτικό συσχετισμό παραμέτρων, ακολουθεί (με ενεργοποίηση όλων των ομάδων - με συντονιστή τον εκπαιδευτικό -) η διατύπωση των συμπερασμάτων της πειραματικής μελέτης, 
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5. Συνεχής Έλεγχος – Εμπεδώνω, Γενικεύω
- μετά την εξαγωγή των συμπερασμάτων γίνεται προσπάθεια εφαρμογής τους και σε άλλες παρόμοιες διαδικασίες και φαινόμενα του κόσμου μας

Συγκεκριμένα στο κάθε σενάριο περιλαμβάνονται εναύσματα ώστε να προκληθεί το ενδιαφέρον των μαθητών, ερωτήσεις προβληματισμού που προτρέπουν τους μαθητές να διατυπώνουν υποθέσεις, δραστηριότητες (συγκέντρωσης πληροφοριών, καταγραφής παρατηρήσεων από πειράματα στο εργαστήριο ή από αλληλεπιδραστικές ασκήσεις λογισμικού, κατασκευής μοντέλων, …) για την καταγραφή παρατηρήσεων, υποστηρίζεται η διεύρυνση των παρατηρήσεων και η εξαγωγή συμπερασμάτων και, τέλος, εξασφαλίζεται η εμπέδωση με τη σταδιακή καθοδήγηση των μαθητών στη γενίκευση, στη μεταφορά και εφαρμογή της γνώσης στα φαινόμενα και τις καταστάσεις της καθημερινής ζωής. 

Φύλλα εργασίας και αναφοράς 

Σε κάθε σενάριο υπάρχει το αντίστοιχο φύλλο εργασίας, το οποίο είναι και φύλλο αναφοράς. Αυτό υποστηρίζει το διερευνητικό τρόπο εργασίας. Το φύλλο αυτό έχει πέντε τομείς: έναυσμα - υποθέσεις - πειραματισμός -.συμπεράσματα – εφαρμογές / γενικεύσεις. 

Στην αρχή κάθε σεναρίου εκτυπώνεται, και δίνεται στους μαθητές για να οδηγηθούν στον τρόπο εργασίας.

Αξιολόγηση και εργαλεία Αξιολόγησης 
Η αξιολόγηση θα μπορούσε να γίνει με το φύλλο εργασίας (είναι και φύλλο αναφοράς) το οποίο συμπληρώνουν οι μαθητές σε κάθε σενάριο, αλλά και από την ποιότητα των έργων που πιθανώς θα παράγουν οι μαθητές.
Ανεξάρτητα από τα σενάρια που υπάρχουν στο παρόν εκπαιδευτικό υλικό, προτείνεται η δημιουργία έργων, από τις ομάδες των μαθητών, με θέματα που οι ίδιοι θα επιλέγουν μετά την ενασχόλησή τους με κάθε σενάριο. Εκπαιδευτικά λογισμικά όπως τα "MicroWorlds Pro", " Τhe Geometer's Sketchpad", "Modellus", “Interactive Physics” Αλληλεπιδραστικά λογισμικά από το διαδίκτυο και java applets όπως τα fractal coastline και DLA, αλλά και εργαλεία όπως το "Hot potatoes", καθώς και λογισμικά γενικής χρήσης, λογιστικά φύλλα, λογισμικά παρουσιάσεων ή κατασκευής ιστοσελίδων διευκολύνουν τα έργα αυτά. Ο εκπαιδευτικός βοηθά τους μαθητές στη συλλογή των πληροφοριών, στον καθορισμό του προβλήματος, και οργανώνει τη συζήτηση, το σχολιασμό και τις παρουσιάσεις των έργων των μαθητών. Δίνει έμφαση στην συνεργασία, με στόχο τη βελτίωση της ποιότητας της εργασίας του κάθε μαθητή. Τα έργα των μαθητών μπορούν να είναι σε μορφή δημοσιεύσιμη στο διαδίκτυο και κατάλληλα για τον ενδιαφερόμενο πιθανό αναγνώστη. Οι μαθητές κρίνουν τα έργα άλλων μαθητών επικοινωνώντας και ηλεκτρονικά. Στόχος είναι όλοι οι μαθητές να δημιουργήσουν αξιόλογα έργα.
Σε κάθε σενάριο, στις "Οδηγίες για τον εκπαιδευτικό" υπάρχουν προτεινόμενες διευθύνσεις στο διαδίκτυο για περαιτέρω συλλογή πληροφοριών, διερευνητικών λογισμικών, κλπ. 
Πρόσθετο υλικό για τον Εκπαιδευτικό
Στο φάκελο «educational _pack» του CD υπάρχει ένας υποφάκελος με το όνομα «Teacher». Στον υποφάκελο αυτό υπάρχει μια html σελίδα με όνομα «start» η οποία δίνει στον εκπαιδευτικό πρόσβαση σε οδηγίες, χρήσιμες πληροφορίες για τη δημιουργία νέων σεναρίων, χρήσιμο υλικό για ενημέρωση, συνδέσεις στο διαδίκτυο, αλλά και αναπτυγμένες εργασίες με το Microworlds Pro κατάλληλες για τη δημιουργία νέων σεναρίων.
Εκπαιδευτικά προσαρμοσμένοι ρόλοι 
	ΠΙΝΑΚΑΣ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΣΧΕΣΕΩΝ

	
	Συλλογή πληροφοριών
	Αλληλεπίδραση, επικοινωνία, συνεργασία
	Δημιουργία, καινοτομία
	Παρουσίαση, προσφορά, διασπορά ιδεών

	Μαθητής
	
	
	Επίλυση προβλήματος
	

	Ομάδα μαθητών και καθηγητής
	Πηγές πληροφοριών
	Ιδέες, δεδομένα, σχέδια
	Καθορισμός του προβλήματος, βελτίωση της λύσης
	

	Συμμαθητές και καθηγητής
	Πηγές πληροφοριών
	Βοήθεια
	Κριτικές
	Δοκιμές, προσχέδια

	Αναγνώστες
	Πηγές πληροφοριών
	
	Εφαρμογή της λύσης
	Τελικές αναφορές


Διδακτικοί Στόχοι 

Οι στόχοι που εξυπηρετούνται από το παραπάνω πλαίσιο είναι οι εξής:

· ορθή χρήση της επιστημονικής και τεχνικής ορολογίας (δεξιότητες κατανόησης και ερμηνείας συμβολικών αναπαραστάσεων)

· χρησιμοποίηση των γνώσεων που αποκτούν οι μαθητές στην ερμηνεία φαινομένων.
· διερευνητική προσέγγιση των προς μελέτη εννοιών (διαδικασίες μοντελοποίησης και επίλυσης πραγματικών προβλημάτων)

· σύνδεση των διδασκόμενων εννοιών με φαινόμενα και καταστάσεις της καθημερινής ζωής, τα προβλήματα του περιβάλλοντος και τις εφαρμογές αυτών. 

· μελέτη και πειραματισμός κατασκευής αρχέτυπων μοντέλων, τόσο πραγματικών όσο και εικονικών.
Επιμέρους Διδακτικοί Στόχοι:

· Σε κάθε σενάριο υπάρχουν οι αντίστοιχοι επιμέρους διδακτικοί στόχοι. 
Απαντήσεις ασκήσεων
Σε κάθε σενάριο υπάρχουν οι αντίστοιχες απαντήσεις των ερωτήσεων, προβλημάτων, δραστηριοτήτων κλπ.
ΕΝΟΤΗΤΑ 1 : ΣΠΕΙΡΕΣ

ΣΠΕΙΡΕΣ
Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 4 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να εξοικειωθούν με τις επαναληπτικές διαδικασίες σχεδιάζοντας σπείρες διαφόρων τύπων.

· Να εξοικειωθούν με το λογισμικό MicroWorlds Pro.

· Να εξοικειωθούν με την εύρεση γενικών και αναδρομικών τύπων.

· Να αξιοποιούν τις δυνατότητες του Η/Υ ώστε να εξετάζουν την εξέλιξη μιας επαναληπτικής διαδικασίας μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες.

· Να επεμβαίνουν στον κώδικα ώστε να δημιουργούν πιο πυκνές σπείρες ή διαφορετικού τύπου σπείρες.
· Να διαπιστώνουν τη χρησιμότητα της δομής επανάληψης σε προγραμματιστικό περιβάλλον.
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Μελετήστε τις εικόνες και τα κείμενα στην οθόνη.
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 Επιλέξτε «Υποθέσεις». [image: image9.jpg]Ko
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· Εκτός από τη σπείρα της διπλανής εικόνας τι άλλου είδους σπείρες μπορούν να δημιουργηθούν;
· Με ποιο τρόπο νομίζετε ότι μπορεί να δημιουργηθούν σπείρες;

· Με ποιο τρόπο μπορείτε να κατασκευάσετε εσείς τέτοιους σχηματισμούς; 

Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 
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Δραστηριότητα 1η: Δημιουργία μίας τετραγωνικής σπείρας σε χαρτί με μια επαναληπτική διαδικασία. Μελέτη και εύρεση γενικών τύπων

Θα χρειαστείτε ένα λευκό φύλλο χαρτιού, μολύβι και κανόνα. 

1.  Ξεκινήστε σχεδιάζοντας ένα ευθύγραμμο τμήμα 0,5 cm. Αυτό είναι το αρχικό μήκος στην επαναληπτική διαδικασία που θα ακολουθήσει (βήμα 1). 

2.  Στη συνέχεια σχεδιάστε ένα διαδοχικό ευθύγραμμο τμήμα που έχει μήκος 1 cm με αρχή το τέλος του πρώτου, ώστε να σχηματίζει με αυτό γωνία 90ο (βήμα 2).  

3. Ακολουθήστε την ίδια διαδικασία αυξάνοντας το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος κατά 0,5cm. Το νέο ευθύγραμμο τμήμα θα έχει ως αρχή το τέλος του προηγούμενου τμήματος και θα σχηματίζει με αυτό γωνία 90ο (βήμα 3).

4.  Βρείτε τους γενικούς τύπους για το ν-οστό βήμα, και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα. 
	Βήμα
	Αριθμός νέων τμημάτων
	Συνολικός αριθμός τμημάτων
	Μήκος ενός νέου τμήματος (cm)

	1
	 1
	 1
	 0.5

	2
	1
	2
	1

	3
	1
	3
	1,5

	Γενικός τύπος για το ν/οστό βήμα
	1
	ν
	ν /2


Δραστηριότητα 2η: Δημιουργία τετραγωνικής σπείρας με τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή και του MicroWorlds Pro
Απαντήστε παρακάτω στις ερωτήσεις:

· Τι συνέβη όταν ξαναπατήσατε πέντε φορές το κουμπί σπείρα, αφού η χελώνα έχει σχεδιάσει την πρώτη σπείρα;

Μετά την τέταρτη φορά οι σπείρες πέφτουν πάνω στις τέσσερις προηγούμενες.

· Καταφέρατε να δημιουργήσετε μια πιο πυκνή σπείρα; Περιγράψτε τον τρόπο.

Αντί το βήμα να αυξάνεται κατά 5 να αυξάνεται για παράδειγμα κατά 2 (μείωση της τιμής του β). 
Δημιουργήσατε μια εικόνα; 
Δραστηριότητα 3η: Δημιουργία τετραγωνικής σπείρας με τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή και του MicroWorlds Pro με δομή επανάληψης
Απαντήστε παρακάτω στις ερωτήσεις:

· Πώς δημιουργήσατε μια πιο πυκνή τετραγωνική σπείρα; 

Με τη μείωση της αύξησης του βήματος (μείωση της τιμής του β). 
Περιγράψτε τις αλλαγές που κάνατε στη διαδικασία, έτσι ώστε με ένα κλίκ στο κουμπί σπείρα να δημιουργείται μια μεγαλύτερη τετραγωνική σπείρα που να καλύπτει σχεδόν ολόκληρη τη σελίδα.

Μεγαλώνοντας την αύξηση του βήματος (αύξηση της τιμής του β) ή αυξάνοντας τον αριθμό των επαναλήψεων (αύξηση της τιμής του ν)
Δραστηριότητα 4η: Δημιουργία πολυγωνικής σπείρας με τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή και του MicroWorlds Pro με δομή επανάληψης

Απαντήστε παρακάτω στις ερωτήσεις:

· Για ποια ή ποιες τιμές της γωνίας σχεδιάζεται:

α)  μια τριγωνική σπείρα;  ……………1200…………………………………….

β) μια τετραγωνική σπείρα: ………….. 900………………………………………

γ) μια εξαγωνική σπείρα: ……………   600……………………………………

δ) μια οκταγωνική σπείρα: ……………400……………………………………..

ε) μια σπείρα που να τείνει στην κυκλική:  270  και ταυτόχρονα με μείωση της αύξησης του βήματος, δηλαδή με  αλλαγή στο πρόγραμμα. Αντί β=5 θέτουμε β=1
· Δημιουργήστε το παρακάτω σχήμα με σπείρες διαφόρων ειδών.

                            [image: image12.jpg]



           Μήκος 5, γωνία 120, β=5, εκτέλεση ,γωνία 90 ,εκτέλεση ,γωνία 60, εκτέλεση.
· Δημιουργήσατε ένα σχέδιο με σπείρες διαφόρων μορφών;………
Δραστηριότητα 5η: Δημιουργία κυκλικής σπείρας με τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή και του MicroWorlds Pro με αναδρομική κλήση μιας διαδικασίας.

Πώς δημιουργήσατε μια πιο πυκνή σπείρα επεμβαίνοντας στον κώδικα;
Αν το 1,02 γίνει για παράδειγμα 1,008 δημιουργείται μια πιο πυκνή σπείρα

Πώς δημιουργήσατε μια αριστερόστροφη κυκλική σπείρα.

Η εντολή δε 15  έγινε αρ 15

Σε ποιο σημείο του κώδικα προσθέσατε την εντολή ΘέσεΠαχοςΣτυλό 5 για να παραχθεί μια πιο παχιά σπείρα;
Στη διαδικασία σπείρα μετά την εντολή στκ
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Προσπαθήστε να απαντήσετε και πάλι τις αρχικές ερωτήσεις:
· Με ποιες επαναληπτικές διαδικασίες στη γλώσσα logo θα μπορούσαμε να σχεδιάσουμε σπείρες σαν τις παρακάτω; 
	[image: image15.png]
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Οι απαντήσεις προκύπτουν από τους αντίστοιχους κώδικες στις εργασίες (αρχεία) του MicroWorlds Pro στη φάση του πειραματισμού. 

· Από ποιον παράγοντα εξαρτάται η πυκνότητα (το πόσο κοντά είναι η μια γραμμή στην άλλη) μιας τετραγωνικής σπείρας; 
Από την αύξηση του βήματος 
· Ποια είναι η χρησιμότητα της δομής επανάληψης σε προγραμματιστικό περιβάλλον;

Με πολύ λιγότερες γραμμές κώδικα και δυνατότητα δημιουργίας μεταβολέων που μας επιτρέπουν να αλλάζουμε εύκολα τις αρχικές συνθήκες αλλά και την αύξηση του βήματος.
Συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με εκείνες που είχατε δώσει στις Υποθέσεις. 

Οι μαθητές καλούνται να συγκρίνουν τις απαντήσεις που είχαν δώσει στις Υποθέσεις με αυτές που έδωσαν στα Συμπεράσματα. Η σύγκριση προτείνεται να γίνει προφορικά και να ακολουθήσει συζήτηση σχετικά με την αλλαγή των απόψεών τους.
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Μελετήστε τα κείμενα και τις εικόνες στην οθόνη του υπολογιστή σας. 
ΕΝΟΤΗΤΑ 2: FRACTALS
ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΟ ΣΕΝΑΡΙΟ «ΓΝΩΡΙΜΙΑ ΜΕ TA FRACTALS»

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 2 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας σημαίνει είτε ότι ένα τμήμα του συνόλου είναι παρόμοιο με ένα άλλο τμήμα σε διαφορετική κλίμακα, είτε ότι ολόκληρο το σύνολο περιέχει σε μικρότερη κλίμακα ένα ακριβές αντίγραφό του. 

· Να διακρίνουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας από την τοπολογική διάσταση. 

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα και fractal διάσταση αυτοομοιότητας έχουν και σχήματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να αναφέρουν τις ιδιότητες των fractals.

· Να ορίζουν ως fractal ένα σύνολο του οποίου η fractal διάσταση υπερβαίνει την τοπολογική του διάσταση. 

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση σχημάτων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας με βάση τον ορισμό της. 

· Να διαπιστώνουν ότι η fractal διάσταση σχημάτων της Ευκλείδειας Γεωμετρίας είναι ίση με την τοπολογική τους διάσταση. 

· Να διακρίνουν ένα μαθηματικό fractal από ένα σχήμα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.
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Μελετήστε τις εικόνες και τα κείμενα στην οθόνη.
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· Τι παρατηρείτε κοιτάζοντας τη μεγέθυνση του μικρού τμήματος του μπρόκολου; 

· Τι παρατηρείτε κοιτάζοντας τις μεγεθύνσεις των επιμέρους τμημάτων της φτέρης; 

· Τι νομίζετε ότι οδήγησε τον Mandelbrot να διατυπώσει αυτή την άποψη για την Ευκλείδεια Γεωμετρία; 

Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 
Μελετήστε το κείμενο στην οθόνη του υπολογιστή. 

Με βάση το κείμενο αυτό απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις που αφορούν τη φωτογραφία με το κουβάρι:

· Σκεφτείτε ότι κοιτώντας το κουβάρι από μακριά μας φαίνεται ότι είναι συμπαγής σφαίρα. Ποια νομίζετε ότι είναι η διάστασή του τότε; 

Οδηγήστε τους μαθητές να δώσουν την απάντηση 3.
· Αν το κοιτάξουμε από πιο κοντά βλέπουμε ότι είναι φτιαγμένο από σπάγκο, δηλαδή μια γραμμή που στρέφεται γύρω γύρω. Ποια νομίζετε ότι είναι η διάστασή του τότε; 

Οδηγήστε τους μαθητές να δώσουν την απάντηση 1.
· Αν το κοιτάξουμε από πολύ κοντά βλέπουμε ότι και ο σπάγκος δεν είναι γραμμή και εμφανίζεται να είναι συμπαγής και να μοιάζει κυλινδρικός. Ποια είναι η διάστασή του τότε; 

Οδηγήστε τους μαθητές να δώσουν την απάντηση 3.
· Αν πάρουμε ένα μεγεθυντικό φακό και κοιτάξουμε το σπάγκο διαπιστώνουμε ότι αποτελείται από λεπτές ίνες που μας φαίνονται να είναι γραμμές. Ποια είναι η διάστασή του τότε; 
Οδηγήστε τους μαθητές να δώσουν την απάντηση 1.
· Τέλος αν κοιτάξουμε με ένα μικροσκόπιο και αυξάνουμε συνεχώς τη μεγέθυνση τι θα βλέπουμε; Ποια θα είναι τότε η διάσταση; 

Οδηγήστε τους μαθητές να δώσουν την απάντηση 3.
· Νομίζετε ότι μπορεί να υπάρξει καμπύλη με διάσταση 2;

     Ολιγόλεπτη συζήτηση και μετά η δραστηριότητα 1.
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Δραστηριότητα 1η: Η καμπύλη του PEANO
Μετά τις πέντε πρώτες οδηγίες, απαντήστε στην ερώτηση 1:

· Ποια λέτε ότι είναι η διάσταση της καμπύλης του Peano;

Η απάντηση είναι 2
Αφού ακολουθήσετε τις υπόλοιπες οδηγίες σχεδιάστε παρακάτω με μολύβι το αρχικό ευθύγραμμο τμήμα και την καμπύλη του Peano για το πρώτο βήμα (να φαίνεται και ο τρόπος που δημιουργείται). 

Με βάση τον νέο ορισμό και τις υπόλοιπες πληροφορίες που μελετήσατε στην οθόνη, συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα.
	 
	 Παράγοντας  κλιμάκωσης K
	Αριθμός ίδιων ευθυγράμμων τμημάτων N 
	 Διάσταση D

	Ευθύγραμμο Τμήμα
	3
	3
	1

	Καμπύλη Peano
	3
	9
	2


Δραστηριότητα 2η: Η νησίδα του Mandelbrot
Καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.

Τι παρατηρείτε βλέποντας τη μεγέθυνση στο μικρό "βραχάκι" στο αριστερό άκρο της νήσου ;

Είναι κατά προσέγγιση αυτοόμοιο με ολόκληρο το νησί.
Τι παρατηρείτε βλέποντας και τις άλλες μεγεθύνσεις;   
      Η ακτή της νήσου είναι ακανόνιστη

      Υπάρχει λεπτομέρεια σε όλες τις κλίμακες    
Διάφορες μορφές που μοιάζουν με ποτάμια, δέντρα, γαλαξίες, αλλά και μορφές που δεν μας θυμίζουν κάτι από τον δικό μας φυσικό κόσμο.

Εξερεύνηση της νησίδας του Mandelbrot  με το MicroWorlds Pro
Καταγράψτε τις τιμές των μεταβλητών που θέσατε και τις αντίστοιχες παρατηρήσεις σας.

Ενδεικτικά αναφέρουμε:
	
	1
	2
	3
	4
	5

	α
	-1
	-2
	-2
	-2
	-2

	β
	17
	12
	8
	4
	1


1. Εμφανίζεται ολόκληρη η νήσος
2. Εστιάζουμε στο αριστερό της άκρο
3. Μεγεθύνουμε λίγο
4. Αρχίζει να φαίνεται η μορφή που έχει το βραχάκι
5. Φαίνεται ολόκληρο το βραχάκι καθαρά και διαπιστώνεται η κατά προσέγγιση (όχι πλήρης) αυτοομοιότητά του με ολόκληρη τη νήσο.
κ.λ.π
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Αφού μελετήσετε το κείμενο, συζητήστε με τους συμμαθητές και τον καθηγητή σας και καταγράψτε το αν οι ιδιότητες των fractals σας έγιναν αντιληπτές μέσα από τις δραστηριότητες και από τη συζήτηση αυτή.
Μέσα από τη συζήτηση και με βάση τις εμπειρίες των μαθητών από τα προηγούμενα βήματα τους διευκολύνουμε να αντιληφθούν τις ιδιότητες και τον ορισμό των fractals.
Συναντήσατε δυσκολίες; 
Αν ναι πως τις ξεπεράσατε;

Αν έχετε δυσκολίες ή απορίες που δεν ξεπεράστηκαν, καταγράψτε τις παρακάτω.

Αν με την εξέταση του φύλλου εργασίας και αναφοράς διαπιστωθούν παρανοήσεις, δυσκολίες και απορίες, ο εκπαιδευτικός επανέρχεται και με διαφορετικές προσεγγίσεις προκειμένου να αρθούν αυτές. Ένα μέσον είναι το διαδίκτυο στο οποίο υπάρχει πληθώρα εφαρμογών, ελεύθερων λογισμικών, και ιστοσελίδων στη διάθεση του εκπαιδευτικού. Βλέπε στο τέλος αυτού του οδηγού. Διαδίκτυο.
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Μελετήστε τα κείμενα και τις εικόνες στην οθόνη του υπολογιστή.
ΥΠΟΕΝΟΤΗΤΑ α: Παραγωγή και μελέτη μαθηματικών fractals
Δυαδικά, Τριαδικά και Fractal «δέντρα»

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 5 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να εξοικειωθούν με τις επαναληπτικές διαδικασίες σχεδιάζοντας δυαδικά, τριαδικά και fractal "δέντρα". 

· Να βρίσκουν τους γενικούς τύπους που δίνουν τον συνολικό αριθμό των κλαδιών καθώς και το συνολικό μήκος των κλαδιών μετά από v επαναλήψεις. 

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας σημαίνει είτε ότι ένα τμήμα του συνόλου είναι παρόμοιο με ένα άλλο τμήμα σε διαφορετική κλίμακα, είτε ότι ολόκληρο το σύνολο περιέχει σε μικρότερη κλίμακα ένα ακριβές αντίγραφό του. 

· Να αναγνωρίζουν ότι τα μαθηματικά fractals είναι ανεξάρτητα της κλίμακας και παρουσιάζουν αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας. 

· Να αξιοποιούν τις δυνατότητες του Η/Υ ώστε να εξετάζουν την εξέλιξη μιας επαναληπτικής διαδικασίας μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες.

· Να διαπιστώνουν την λεπτή εξάρτηση του αποτελέσματος από τις αρχικές συνθήκες. 

[image: image30.jpg]
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Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη του υπολογιστή, μελετήστε τις πληροφορίες αναφορικά με τις επαναληπτικές διαδικασίες.
[image: image32.jpg]
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα των επαναληπτικών διαδικασιών που παρακολουθήσατε παρουσιάζει αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας; 
· Ποιoς κατά τη γνώμη σας ήταν ο κανόνας της πρώτης και ποιος της δεύτερης επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιoς θα ήταν ο συνολικός αριθμός των κλαδιών μετά από ν επαναλήψεις στην πρώτη επαναληπτική διαδικασία; 

· Πόσα νέα κλαδιά θα σχηματιστούν στη ν-οστή επανάληψη, σε κάθε μια από τις διαδικασίες που παρακολουθήσατε;
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 
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Δραστηριότητα 1η: Δημιουργία ενός Δυαδικού δέντρου σε χαρτί με μια επαναληπτική διαδικασία. Μελέτη και εύρεση γενικών τύπων. 
Θα χρειαστείτε ένα λευκό φύλλο χαρτιού, μολύβι και κανόνα. 

1.  Ξεκινήστε σχεδιάζοντας ένα ευθύγραμμο τμήμα 9 cm θεωρώντας για ευκολία ότι το μήκος του είναι μοναδιαίο, δηλαδή 1. Αυτό θα είναι το πρώτο κλαδί-κορμός του δέντρου (βήμα 0, δηλαδή ν=0).

2.  Προχωρήστε στο βήμα 1 (ν=1) σχεδιάζοντας δύο κλαδιά που το καθένα να έχει μήκος ίσο με το ένα τρίτο του αρχικού, και συμπληρώστε τη 2η γραμμή του παρακάτω πίνακα. 

3.  Προχωρήστε στο βήμα 2 (ν=2) σχεδιάζοντας από δύο κλαδάκια σε κάθε κλαδί, που το καθένα να έχει μήκος ίσο με το ένα τρίτο από το μήκος του κλαδιού στο οποίο τοποθετείται. Συνεχίστε στο βήμα 3 (ν=3) με τον ίδιο τρόπο, συμπληρώνοντας κάθε φορά τις αντίστοιχες γραμμές του παρακάτω πίνακα.   
4.  Βρείτε τους γενικούς τύπους για το ν-οστό βήμα, και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα. 
	Βήμα
	Αριθμός νέων κλαδιών
	Συνολικός 

αριθμός κλαδιών
	Μήκος ενός 

νέου κλαδιού

	0
	1
	1
	1

	1
	 2
	 3
	1/3 

	2
	 4
	 7
	1/9

	3
	 8
	15 
	1/27 

	Γενικός τύπος για το νοστό βήμα
	 2ν
	2ν+1-1 
	 1/3ν


Δραστηριότητα 2η: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. To "Δυαδικό δέντρο". 

Στη δραστηριότητα αυτή θα πειραματιστείτε σε προγραμματιστικό περιβάλλον με το λογισμικό "MicroWorlds Pro", όπου θα διερευνήσετε πιο διεξοδικά το αποτέλεσμα που προκύπτει από την επανάκληση μιας διαδικασίας που έχει το όνομα "δέντρο" και παράγει ένα "δυαδικό δέντρο". 

Επιλέξτε το κουμπί "Οδηγίες". Διαβάστε τις προσεκτικά και ακολουθήστε τις. (Το παράθυρο με τις οδηγίες κλείνει επιλέγοντας ξανά το κουμπί "Οδηγίες"). Γράψετε παρακάτω τις απαντήσεις σας, στις 7 ερωτήσεις (που τίθενται στις Οδηγίες).

· Ερωτήσεις από οδηγίες:

Ερώτηση 1: Ναι διότι ένα τμήμα του είναι όμοιο με ένα άλλο μεγαλύτερο. Προσοχή δεν είναι όμοιο με ολόκληρο το δέντρο.

Ερώτηση 2: Στο τελευταίο βήμα ν=4 και τα κλαδιά είναι 31 συνολικά.

Ερωτήσεις 3,4: Ναι. Αυτό μπορεί να γίνει είτε αλλάζοντας τη συνθήκη περάτωσης π.χ. κάνοντάς την κλαδί < 20 δηλαδή λ=20, το τελευταίο βήμα είναι ν=3, είτε αλλάζοντας το συντελεστή από 0,5 σε 0,2 δηλαδή από κ=5 σε κ=2, πάλι το τελευταίο βήμα είναι ν=3 και ο συνολικός αριθμός των κλαδιών μειώνεται. (Μπορείτε να θέσετε την ερώτηση και πιο συγκεκριμένα: τι πρέπει να αλλάξει στη διαδικασία ώστε το πλήθος των κλαδιών να είναι 7;)

Ερώτηση 5: ν=6 και ο συνολικός αριθμός κλαδιών είναι: 2ν+1-1=64

Ερωτήσεις 6,7: Ναι είτε αλλάζοντας τη συνθήκη περάτωσης, δηλαδή από λ=4 σε λ=2 είτε αυξάνοντας τον συντελεστή 0,5 σε 0,7 δηλαδή από κ=5 σε κ=7. (Και εδώ θα μπορούσατε να κάνετε την ερώτηση πιο συγκεκριμένη)

Δραστηριότητα 3η: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. To "Τριαδικό Έλατο". 
Στη δραστηριότητα αυτή θα πειραματιστείτε με το λογισμικό "MicroWorlds Pro", όπου θα διερευνήσετε πιο διεξοδικά το αποτέλεσμα που προκύπτει από μια επαναληπτική διαδικασία. 

Διαβάστε προσεκτικά και ακολουθήστε τις οδηγίες επιλέγοντας το κουμπί "Οδηγίες".

· Ερωτήσεις από οδηγίες:

Ερώτηση 1: Ναι, διότι ένα τμήμα του είναι όμοιο με ένα άλλο μεγαλύτερο. Προσοχή δεν είναι όμοιο με ολόκληρο το δέντρο.
Ερωτήσεις 2, 3:
Πίνακας
	Βήμα
	Αριθμός νέων κλαδιών

	0
	3

	1
	9 

	2
	27 

	3
	81 

	Γενικός τύπος για το νοστό βήμα
	 3ν+1


Δραστηριότητα 4η: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. Το "Fractal Δέντρo".

Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη εκτελέστε τη δραστηριότητα στο προγραμματιστικό περιβάλλον με το λογισμικό "MicroWorlds Pro".

Μετά από άπειρες επαναλήψεις δημιουργείται ένα δέντρο με λεπτομέρεια σε όλες τις κλίμακες. Αυτό είναι ένα fractal δέντρο. 

Θα πρέπει να τονιστεί στους μαθητές ότι εδώ θα δημιουργήσουν ένα δέντρο που ουσιαστικά δεν θα είναι fractal αφού δεν θα έχει λεπτομέρεια σε κάθε κλίμακα. Όμως θα μοιάζει ότι είναι. Στόχος της δραστηριότητας είναι να αναδειχθεί η αυτοομοιότητα σε ένα μαθηματικό fractal. Δηλαδή ότι ένα τμήμα είναι ακριβές αντίγραφο του συνόλου (και όχι απλά ενός άλλου τμήματος) σε μικρότερη κλίμακα. 
Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη παρατηρήστε την εικόνα.

Στην εικόνα που παρατηρήσατε, τι σχέση διαπιστώνετε μεταξύ ολόκληρου του fractal δέντρου και του τμήματός του που έχει μεγεθυνθεί;

Το τμήμα που έχει μεγεθυνθεί είναι ακριβές αντίγραφο με ολόκληρο το δέντρο σε μικρότερη όμως κλίμακα.
[image: image36.jpg]
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Προσπαθήστε να απαντήσετε και πάλι τις αρχικές ερωτήσεις:
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα των επαναληπτικών διαδικασιών που παρακολουθήσατε στο Έναυσμα παρουσιάζει αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας;
· Ποιoς ήταν ο κανόνας της πρώτης και ποιος της δεύτερης επαναληπτικής διαδικασίας; 
· Ποιoς θα ήταν ο συνολικός αριθμός των κλαδιών μετά από ν επαναλήψεις στην πρώτη επαναληπτική διαδικασία;
· Πόσα νέα κλαδιά θα σχηματιστούν στη ν-οστή επανάληψη, σε κάθε μια από τις διαδικασίες που παρακολουθήσατε; 
Συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με εκείνες που είχατε δώσει στις Υποθέσεις.

Οι μαθητές καλούνται να συγκρίνουν τις απαντήσεις που είχαν δώσει στις Υποθέσεις με αυτές που έδωσαν στα Συμπεράσματα. Η σύγκριση προτείνεται να γίνει προφορικά και να ακολουθήσει συζήτηση σχετικά με την αλλαγή των απόψεών τους.

Διατυπώστε τα συμπεράσματά σας με τη βοήθεια των παρακάτω ερωτήσεων: 
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα των επαναληπτικών διαδικασιών που παρακολουθήσατε παρουσιάζει αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας; Δικαιολογήστε την απάντησή σας. Σχεδιάστε αν το κρίνετε απαραίτητο. 

Θα πρέπει να δουν ότι ένα τμήμα του δέντρου είναι αντίγραφο ενός άλλου τμήματος σε διαφορετική όμως κλίμακα
· Μπορούμε να πούμε ότι τα δέντρα που δημιουργήσατε αρχικά με χαρτί και μολύβι, στη συνέχεια με το MicroWorlds Pro παρουσιάζουν αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας; Να το δικαιολογήσετε αυτό με ένα σχέδιο, για όποιο από τα δέντρα εσείς επιθυμείτε, στο φύλλο εργασίας. 
Θα πρέπει να δουν ότι ένα τμήμα του δέντρου είναι αντίγραφο ενός άλλου τμήματος σε διαφορετική όμως κλίμακα και να δείξουν τα τμήματα αυτά κυκλώνοντας τα.
· Σε τι διαφέρει το δέντρο της Δραστηριότητας 4 από τα δέντρα των προηγούμενων δραστηριοτήτων; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας
Μπορούμε να πούμε ότι μοιάζει με ένα μαθηματικό fractal διότι προκύπτει από μια απλή γεωμετρική επαναληπτική διαδικασία, φαίνεται να έχει λεπτομέρεια σε όλες τις κλίμακες και κάθε τμήμα του φαίνεται να είναι ακριβές αντίγραφο του συνόλου σε μικρότερη κλίμακα. Τα άλλα δέντρα δεν μοιάζουν με μαθηματικά fractas διότι δεν έχουν τα παραπάνω.
[image: image38.jpg]


 Επιλέξτε «Εφαρμογές». [image: image39.jpg]



Εφαρμογή 1
Μελετήστε τα κείμενα και τις εικόνες.

Εφαρμογή 2
Παρατηρήστε τις φωτογραφίες στην οθόνη, συγκρίνετε και σχολιάστε.

· Ποιες είναι οι ομοιότητες και οι διαφορές μεταξύ των τριών εικόνων μεταξύ τους; 

Ομοιότητες: Και τα τρία έχουν δενδριτική δομή. (Θα μπορούσε π.χ κανείς να πει ότι τα δέλτα των ποταμών είναι δέντρα από τρεχούμενα νερά.) Και τα τρία φαίνεται να έχουν κάποια κατά προσέγγιση αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας. Και τα τρία είναι ακανόνιστα και δεν είναι εύκολο να περιγραφούν με τη γλώσσα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Και τα τρία είναι μορφές που συναντάμε στη φύση. Και τα τρία είναι fractals.

Διαφορές: Οι διαδικασίες οι παράγοντες και οι αλληλεπιδράσεις που δημιουργούν τις μορφές αυτές είναι διαφορετικές.    
· Ποιες ομοιότητες και διαφορές παρουσιάζουν με τα "δέντρα" που δημιουργήσατε στις Δραστηριότητες του Πειραματισμού; 

Ομοιότητες: Έχουν δενδριτική δομή. Παρουσιάζουν αυτοομοιότητα υπό αλλαγή κλίμακας. Είναι fractals όπως και το δέντρο της πέμπτης δραστηριότητας υπό την προϋπόθεση ότι τα βήματα θα έτειναν στο άπειρο. Παράγονται με κάποιες επαναληπτικές διαδικασίες.

Διαφορές: Η αυτοομοιότητα στα fractal δέντρα που παράγονται με απλές γεωμετρικές διαδικασίες είναι ακριβής, ενώ στις φυσικές μορφές είναι κατά προσέγγιση ή στατιστική. Οι επαναληπτικές  διαδικασίες που δημιουργούν τα φυσικά fractals χαρακτηρίζονται από τυχαιότητα, ενώ στα μαθηματικά όχι.

Εφαρμογή 3

χωρίς να σχεδιάσετε το δέντρο του επόμενου βήματος 3, περιγράψτε τη θέση του κλαδιού που θα έχει όνομα 1202.
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Το κλαδί με το «όνομα» 1202 φαίνεται κόκκινο στην παραπάνω εικόνα.
Η ακμή και η «χιονονιφάδα» του Koch
Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 4 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να σχεδιάζουν μια ακμή του Koch με μια επαναληπτική διαδικασία και να υπολογίζουν τον αριθμό των ευθυγράμμων τμημάτων και το συνολικό τους μήκος μετά απο 3 επαναλήψεις. 

· Να βρίσκουν τους γενικούς τύπους που δίνουν τον συνολικό αριθμό των τμημάτων καθώς και το συνολικό μήκος της ακμής του Koch μετά από ν επαναλήψεις. 

· Να αναγνωρίζουν ότι ένα αυτοόμοιο σχήμα περιέχει σε μικρότερη κλίμακα ένα ακριβές αντίγραφό του. 

· Να αναγνωρίζουν ότι τα μαθηματικά fractals είναι ανεξάρτητα της κλίμακας και παρουσιάζουν αυτοομοιότητα. 

· Να αξιοποιούν τις δυνατότητες του Η/Υ ώστε να εξετάσσουν την εξέλιξη μιας επαναληπτικής διαδικασίας μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες. 

· Να διαπιστώνουν ότι η περίμετρος της χιονονιφάδας του koch είναι άπειρη ενώ το εμβαδόν της πεπερασμένο. (Ανεπάρκεια Ευκλείδιας Γεωμετρίας) 

· Να πειραματιστούν με διάφορες επαναληπτικές διαδικασίες. 

· Να διαπιστώνουν την λεπτή εξάρτηση του αποτελέσματος από τις αρχικές συνθήκες. 

· Να θεωρήσουν το όριο ως αντικείμενο με μια διαδικαστική προσέγγιση. 

· Να θεωρήσουν το άπειρο ως όριο-αντικείμενο μιας άπειρης διαδικασίας. 

· Να ορίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας. 

· Να διακρίνουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας από την τοπολογική διάσταση. 

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα και fractal διάσταση αυτοομοιότητας έχουν και σχήματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να ορίζουν ως fractal ένα σύνολο του οποίου η fractal διάσταση είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική του διάσταση. 

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας της ακμής του Koch. 

· Να διαπιστώνουν ότι η fractal διάσταση της ακμής του Koch είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική της διάσταση. 

· Να διακρίνουν ένα μαθηματικό fractal από ένα σχήμα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να αναγνωρίζουν την fractal διάσταση αυτοομοιότητας ως πηλίκο δύο λογαρίθμων. 

Η ακμή και η «χιονονιφάδα» του Koch
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Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη του υπολογιστή, παρατηρήστε την επαναληπτική διαδικασία.
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

Η ΑΚΜΗ ΤΟΥ KOCH
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 
· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός πλευρών μετά από ν επαναλήψεις; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, το μήκος της ακμής είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο; 

Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 

 Η ΧΙΟΝΟΝΙΦΑΔΑ Ή ΝΗΣΟΣ ΤΟΥ KOCH
· Ποιος είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός πλευρών μετά από ν επαναλήψεις; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, η περίμετρος της χιονονιφάδας είναι πεπερασμένη ή τείνει στο άπειρο; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, το εμβαδόν της χιονονιφάδας είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο; 
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 
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Δραστηριότητα 1: Δημιουργία της ακμής του Koch σε χαρτί με μια επαναληπτική διαδικασία. Μελέτη και εύρεση γενικών τύπων.

Θα χρειαστείτε ένα λευκό φύλλο χαρτιού, μολύβι, κανόνα και διαβήτη.

1. Ξεκινήστε σχεδιάζοντας ένα ευθύγραμμο τμήμα με μήκος 27 cm. Θεωρήστε για ευκολία ότι το μήκος του είναι μοναδιαίο δηλαδή 1. (ν=0)  

2.  Τριχοτομήστε το ευθύγραμμο τμήμα, και αντικαταστήστε το μεσαίο τρίτο από μια ισόπλευρη "προεξοχή" που αποτελείται από δύο νέα τμήματα, ίσα με το ένα τρίτο του αρχικού τμήματος. (ν=1) 

3. Συμπληρώστε τη δεύτερη γραμμή του παρακάτω πίνακα. 

4. Επαναλάβετε την διαδικασία αυτή για τα νέα τμήματα που προέκυψαν, αλλά και για τα υπόλοιπα δύο τρίτα του αρχικού τμήματος. (ν=2)

5. Συμπληρώστε την τρίτη γραμμή του παρακάτω πίνακα.

6.  Επαναλάβετε για μία ακόμη φορά. (ν=3) 

7. Βρείτε τους γενικούς τύπους και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα.
	Βήμα
	Μήκος ευθύγραμμου  τμήματος
	Συνολικός

αριθμός τμημάτων
	Συνολικό μήκος ακμής

	0
	1
	1
	1

	1
	1/3
	4
	4/3

	2
	1/32
	42
	(4/3)2

	3
	1/33
	43
	(4/3)3

	Γενικός τύπος για το νοστό βήμα
	(1/3)ν
	4ν
	(4/3)ν


Δραστηριότητα 2: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. Η ακμή του Koch
Ανοίξτε το αρχείο που έχουμε δημιουργήσει, διαβάστε προσεκτικά και ακολουθήστε τις οδηγίες επιλέγοντας το κουμπί "Οδηγίες".

Απαντήστε στις παρακάτω ερωτήσεις:

· Καταφέρατε να σχεδιάσετε την κατακόρυφη αναστροφή της ακμής. (Δηλαδή το τρίγωνο να εμφανίζεται στα δεξιά);

ΝΑΙ                 ΟΧΙ

· Αν ΝΑΙ, περιγράψτε τις ενέργειές σας

Τοποθετούμε τη χελώνα στο πάνω αριστερά μέρος της οθόνης, επιλέγουμε φ=180 και πατάμε εκτέλεση.
· Σχεδιάσατε τη χιονονιφάδα του Koch΄

ΝΑΙ                 ΟΧΙ

· Αν ΝΑΙ, Περιγράψτε τις ενέργειές σας.

Πατάμε εκτέλεση, επιλέγουμε φ=120, ξαναπατάμε εκτέλεση, επιλέγουμε φ=240 και πάλι εκτέλεση.
Δραστηριότητα 3: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. Η "Χιονονιφάδα" ή "Νήσος" του Koch
Ανοίξτε το αρχείο που έχουμε δημιουργήσει, διαβάστε προσεκτικά και ακολουθήστε τις οδηγίες επιλέγοντας το κουμπί "Οδηγίες".

Υποθέτοντας ότι στο αρχικό βήμα 0 το ισόπλευρο τρίγωνο έχει πλευρές με μήκος 1, η περίμετρος αυτού του τριγώνου θα είναι προφανώς 3.

Ποια θα είναι η περίμετρος στο βήμα 1;   

3(4/3)=4
Ποια θα είναι η περίμετρος στο βήμα ν;     
3 (4/3)ν 
Μπορείτε να αποδομήσετε το αρχείο του Microworlds Pro που σας δίνεται, με σκοπό να ανακαλύψετε τον τρόπο με τον οποίο έχει    δημιουργηθεί, ώστε μετά να δημιουργήσετε τα δικά σας παρόμοια αρχεία.
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Προσπαθήστε να απαντήσετε και πάλι τις αρχικές ερωτήσεις:
Η ΑΚΜΗ ΤΟΥ KOCH
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; Δικαιολογήστε.
· Ποιος είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός πλευρών μετά από ν επαναλήψεις; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, το μήκος της ακμής είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο; 

 Η ΧΙΟΝΟΝΙΦΑΔΑ Ή ΝΗΣΟΣ ΤΟΥ KOCH
· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός πλευρών μετά από ν επαναλήψεις; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, η περίμετρος της χιονονιφάδας είναι πεπερασμένη ή τείνει στο άπειρο; 

· Όταν το ν τείνει στο άπειρο, το εμβαδόν της χιονονιφάδας είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο; 

Συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με εκείνες που είχατε δώσει στις Υποθέσεις.

Οι παραπάνω απαντώνται στη συνέχεια.
Διατυπώστε τα γενικότερα συμπεράσματά σας με τη βοήθεια των παρακάτω ερωτήσεων: 
1. Χρησιμοποιήστε το γενικό τύπο για το ν-οστό βήμα που δίνει το συνολικό μήκος της ακμής του Koch (πίνακας Δραστηριότητας 1), με σκοπό να συμπεράνετε αν το μήκος της ακμής του Koch είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο. Σημειώστε το συμπέρασμά σας.

Τείνει στο άπειρο

2. Όταν το ν τείνει στο άπειρο, η περίμετρος της χιονονιφάδας του Koch, είναι πεπερασμένη ή τείνει στο άπειρο; 

Τείνει στο άπειρο αφού η περίμετρος της χιονονιφάδας είναι τριπλάσια της ακμής του Koch.

3. Ένα τετράγωνο με κατάλληλη πλευρά μπορεί να περιβάλλει μια χιονονιφάδα του Koch. Όταν το ν τείνει στο άπειρο, το εμβαδόν της χιονονιφάδας του Koch, είναι πεπερασμένο ή τείνει στο άπειρο; 

Πεπερασμένο αφού περιβάλλεται από ένα τετράγωνο το οποίο έχει πεπερασμένο εμβαδόν και μάλιστα όχι πολύ μεγαλύτερο από το αρχικό τρίγωνο από το οποίο ξεκίνησε η επαναληπτική διαδικασία.

4. Μεγεθύνοντας κατά ένα παράγοντα Κ=3 το τμήμα ΑΒ της ακμής του Koch που φαίνεται στο σχήμα, εμφανίζεται η αρχική ακμή του Koch. 

α) Ποιος είναι ο αριθμός Ν των αυτοόμοιων τμημάτων με το ΑΒ, που εμφανίζονται στην αρχική ακμή του Koch;

Ν=4
β) Ποια είναι η fractal διάσταση αυτοομοιότητας της ακμής του Koch; Δικαιολογήστε. (Αν χρειαστεί να κάνετε πράξεις ή να υπολογίσετε λογαρίθμους χρησιμοποιήστε την αριθμομηχανή των windows.)

ΚD=N

DlogK=logN

D = logN / logK

D = log4 / log3   άρα   D=1,26

γ) Μπορούμε να πούμε ότι η ακμή του Koch είναι fractal; Εξηγήστε. 

Ναι, αφού η fractal διάστασή της (1,26) είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική της διάσταση (1).
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Δραστηριότητα 4

Σχεδιάστε εδώ το μετασχηματισμένο, με μια δικιά σας επαναληπτική διαδικασία, γεωμετρικό σχήμα της επιλογής σας. Να φαίνονται τα βήματα.
Η σκόνη του Cantor
Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 2 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να σχεδιάζουν τη σκόνη του Cantor με μια επαναληπτική διαδικασία και να υπολογίζουν τον αριθμό των ευθυγράμμων τμημάτων, το μήκος κάθε τμήματος και το συνολικό τους μήκος μετά απο 4 επαναλήψεις. 

· Να βρίσκουν τους γενικούς τύπους που δίνουν τον συνολικό αριθμό των τμημάτων το μήκος κάθε τμήματος καθώς και το συνολικό μήκος της σκόνης του Cantor μετά από ν επαναλήψεις. 

· Να αναγνωρίζουν ότι ένα αυτοόμοιο σχήμα περιέχει σε μικρότερη κλίμακα ένα ακριβές αντίγραφό του. 

· Να αναγνωρίζουν ότι τα μαθηματικά fractals είναι ανεξάρτητα της κλίμακας και παρουσιάζουν αυτοομοιότητα. 

· Να διαπιστώνουν ότι η σκόνη του Cantor αποτελείται από άπειρα σημεία, ενώ το συνολικό μήκος της τείνει στο μηδέν. 

· Να θεωρήσουν το όριο ως αντικείμενο με μια διαδικαστική προσέγγιση. 

· Να θεωρήσουν το άπειρο ως όριο-αντικείμενο μιας άπειρης διαδικασίας. 

· Να θεωρήσουν το μηδέν ως όριο-αντικείμενο μιας άπειρης διαδικασίας. 

· Να ορίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας. 

· Να διακρίνουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας από την τοπολογική διάσταση. 

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα και fractal διάσταση αυτοομοιότητας έχουν και σχήματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να ορίζουν ως fractal ένα σύνολο του οποίου η fractal διάσταση είναι μεγαλύτερη απόι την τοπολογική του διάσταση. 

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας της σκόνης του Cantor. 

· Να διαπιστώνουν ότι η fractal διάσταση της σκόνης του Cantor είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική της διάσταση. 

· Να διακρίνουν ένα μαθηματικό fractal από ένα σχήμα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να αναγνωρίζουν την fractal διάσταση αυτοομοιότητας ως πηλίκο δύο λογαρίθμων.
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Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη του υπολογιστή, παρατηρήστε την επαναληπτική διαδικασία.
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 
· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός ευθυγράμμων τμημάτων μετά από ν επαναλήψεις; 

· Ποιο θα είναι το συνολικό μήκος των τμημάτων όταν το ν τείνει στο άπειρο; 
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών. 
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Δραστηριότητα 1: Δημιουργία της σκόνης του Cantor σε χαρτί. Μελέτη και εύρεση των γενικών τύπων.

Θα χρειαστείτε ένα λευκό φύλλο χαρτιού, μολύβι, κανόνα και διαβήτη.

1. Ξεκινήστε σχεδιάζοντας ένα ευθύγραμμο τμήμα με μήκος 27 cm. Θεωρείστε για ευκολία ότι το μήκος του είναι μοναδιαίο δηλαδή 1. (ν=0)  

2.  Τριχοτομήστε το ευθύγραμμο τμήμα, και σβήστε το μεσαίο τρίτο. (ν=1) 
3. Συμπληρώστε τη δεύτερη γραμμή του παρακάτω πίνακα. 
4. Επαναλάβετε την διαδικασία αυτή για τα νέα τμήματα που προέκυψαν. (ν=2)
5. Συμπληρώστε την τρίτη γραμμή του παρακάτω πίνακα. 
6.  Επαναλάβετε για δύο ακόμη φορές. (ν=3 και ν=4) 

7. Βρείτε τους γενικούς τύπους και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα. 
	Βήμα
	Αριθμός τμημάτων
	Μήκος κάθε

τμήματος
	Συνολικό μήκος τμημάτων

	0
	1
	1
	1

	1
	2
	1/3
	2/3

	2
	22
	(1/3)2
	(2/3)2

	3
	23
	(1/3)3
	(2/3)3

	4
	24
	(1/3)4
	(2/3)4

	Γενικός τύπος για το νοστό βήμα
	(2)ν
	(1/3)ν
	(2/3)ν
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Προσπαθήστε να απαντήσετε και πάλι τις αρχικές ερωτήσεις:

· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 
· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

Τριχοτομούμε και αφαιρούμε το κεντρικό τμήμα

· Ποιος θα είναι ο συνολικός αριθμός ευθυγράμμων τμημάτων μετά από ν επαναλήψεις; 

Για ν=0 είναι 2, για ν=1 είναι 4=22, για ν=2 είναι 8=22, για ν=3 είναι 16=24...για ν είναι 2 ν+1
Οπότε, όταν το ν τείνει στο άπειρο, τα σημεία που δεν εξαλείφονται ποτέ είναι άπειρα και αποτελούν την σκόνη του Cantor.

· Ποιο θα είναι το συνολικό μήκος των τμημάτων όταν το ν τείνει στο άπειρο; 

 (2/3)ν   
Συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με εκείνες που είχατε δώσει στις Υποθέσεις.

Διατυπώστε τα συμπεράσματά σας με τη βοήθεια των παρακάτω ερωτήσεων: 
1. Χρησιμοποιήστε το γενικό τύπο για το ν-οστό βήμα που δίνει το συνολικό μήκος των τμημάτων (πίνακας Δραστηριότητας 1), με σκοπό να συμπεράνετε που τείνει το μήκος της σκόνης του Cantor. Σημειώστε το συμπέρασμά σας.

Το συνολικό μήκος τείνει στο μηδέν όταν το ν τείνει στο άπειρο. Αυτό το fractal δεν έχει μήκος. (Προκύπτει από το γενικό τύπο όταν το ν τείνει στο άπειρο). 
2. Υπάρχουν κάποια σημεία που ποτέ δεν πρόκειται να εξαλειφθούν; Ποια και πόσα είναι αυτά; 

Ναι, υπάρχουν. Είναι τα άκρα των ευθυγράμμων τμημάτων σε κάθε βήμα. 

3.α. Ποια είναι η fractal διάσταση αυτοομοιότητας της σκόνης του Cantor; 

   ΚD=N     

   DlogK=logN     

   D = logN / logK      

   D = log2 / log3   άρα   D=0,63   
3.β. Μπορούμε να πούμε ότι η η σκόνη του Cantor είναι fractal; 

Ναι, αφού η fractal διάστασή της (0,63) είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική της διάσταση (0). 
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Μελετήστε τα κείμενα και τις εικόνες.

Το «τρυπητό» και το «χαλί» του Sierpinski 

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 5 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να σχεδιάζουν ενα τρυπητό του Sierpinski με μια επαναληπτική διαδικασία και να υπολογίζουν τον αριθμό των τριγώνων που αφαιρέθηκαν, το εμβαδό καθενός, το συνολικό εμβαδόν των τριγώνων που αφαιρέθηκαν και το συνολικό εμβαδόν που απομένει μετά απο 3 επαναλήψεις. 

· Να σχεδιάσουν ένα χαλί του Sierpinski με μια επαναληπτική διαδικασία και να υπολογίσουν τον αριθμό των τετραγώνων που αφαιρέθηκαν, το εμβαδό καθενός, το συνολικό εμβαδόν των τετραγώνων που αφαιρέθηκαν και το συνολικό εμβαδόν που απομένει μετά απο 3 επαναλήψεις. 

· Να βρίσκουν τους γενικούς τύπους που δίνουν τον συνολικό αριθμό των τριγώνων, ή τετραγώνων αντίστοιχα,που αφαιρέθηκαν, το εμβαδό καθενός, το συνολικό εμβαδόν των τριγώνων ή τετραγώνων που αφαιρέθηκαν και το συνολικό εμβαδόν που απομένει μετά από ν επαναλήψεις. 

· Να αναγνωρίζουν ότι ένα αυτοόμοιο σχήμα περιέχει σε μικρότερη κλίμακα ένα ακριβές αντίγραφό του. 

· Να αναγνωρίζουν ότι τα μαθηματικά fractals είναι ανεξάρτητα της κλίμακας και παρουσιάζουν αυτοομοιότητα. 

· Να αξιοποιούν τις δυνατότητες του Η/Υ ώστε να εξετάσσουν την εξέλιξη μιας επαναληπτικής διαδικασίας μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες. 

· Να διαπιστώνουν ότι η το εμβαδόν του τρυπητού και του χαλιού του Sierpinski είναι μηδέν ενώ η περίμετρός τους είναι άπειρη. (Ανεπάρκεια Ευκλείδιας Γεωμετρίας) 

· Να πειραματιστούν με διάφορες επαναληπτικές διαδικασίες. 

· Να θεωρήσουν το όριο ως αντικείμενο με μια διαδικαστική προσέγγιση. 

· Να θεωρήσουν το άπειρο ως όριο-αντικείμενο μιας άπειρης διαδικασίας. 

· Να θεωρήσουν το μηδέν ως όριο-αντικείμενο μιας άπειρης διαδικασίας. 

· Να ορίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας. 

· Να διακρίνουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας από την τοπολογική διάσταση. 

· Να αναγνωρίζουν ότι αυτοομοιότητα και fractal διάσταση αυτοομοιότητας έχουν και σχήματα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

· Να ορίζουν ως fractal ένα σύνολο του οποίου η fractal διάσταση είναι μεγαλύτερη απόι την τοπολογική του διάσταση. 

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση αυτοομοιότητας του τρυπητού του Sierpinski. 

· Να διαπιστώνουν ότι η fractal διάσταση του τρυπητού του Sierpinski είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική της διάσταση. 

· Να διακρίνουν ένα μαθηματικό fractal από ένα σχήμα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 
· Να αναγνωρίζουν την fractal διάσταση αυτοομοιότητας ως πηλίκο δύο λογαρίθμων. 
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Ακολουθώντας τις οδηγίες στην οθόνη του υπολογιστή, παρατηρήστε την επαναληπτική διαδικασία.
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

TO ΤΡΥΠΗΤΟ ΤΟΥ SIERPINSKI
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 

· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιο θα είναι το συνολικό εμβαδόν που απομένει μετά από ν επαναλήψεις, όταν το ν τείνει στο άπειρο; 

TO ΧΑΛΙ ΤΟΥ SIERPINSKI
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 

· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιο θα είναι το συνολικό εμβαδόν που απομένει όταν το ν τείνει στο άπειρο; 
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
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Δραστηριότητα 1: Δημιουργία του Τρυπητού και του Χαλιού του Sierpinski σε χαρτί με μια επαναληπτική διαδικασία. Μελέτη και εύρεση γενικών τύπων.

Θα χρειαστείτε ένα λευκό φύλλο χαρτιού, μολύβι, κανόνα και διαβήτη.

ΤΟ ΤΡΥΠΗΤΟ ΤΟΥ SIERPINSKI 
1.     Ξεκινήστε  σχεδιάζοντας ένα ισόπλευρο τρίγωνο (ν=0). Θεωρήστε για ευκολία ότι το εμβαδόν του είναι μοναδιαίο, δηλαδή 1.

2.  Στη συνέχεια συνδέστε τα μέσα των πλευρών του ισόπλευρου τριγώνου. Σχηματίζονται έτσι τρία ισόπλευρα τρίγωνα, και ένα κεντρικό ανεστραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο, το οποίο αφαιρείται. (ν=1) 
Συμπληρώστε τη δεύτερη γραμμή του παρακάτω πίνακα.

3.   Επαναλάβετε τη διαδικασία αυτή στα τρία (μαύρα) ισόπλευρα τρίγωνα. (ν=2)

Συμπληρώστε την τρίτη γραμμή του παρακάτω πίνακα.

5.  Παράγετε τους γενικούς τύπους και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα.

	Βήμα
	Αριθμός

τριγώνων που αφαιρέθηκαν στο τρέχον βήμα
	Εμβαδόν κάθε τριγώνου που αφαιρέθηκε στο τρέχον βήμα
	Συνολικό

εμβαδόν των τριγώνων που αφαιρέθηκαν στο τρέχον βήμα
	Συνολικό

εμβαδόν των τριγώνων που απέμειναν στο τρέχον βήμα

	0
	0
	0
	0
	1

	1
	1
	1/4
	1/4
	3/4

	2
	3
	(1/4)2
	3 . (1/4)2
	(3/4)2

	3
	32
	(1/4)3
	32 . (1/4)3
	(3/4)3

	Γενικός τύπος
για το νοστό βήμα
	(3)ν-1   για ν >1
	(1/4) ν
	(3 ν-1/4 ν) =

(1/3)(3/4)ν     για  ν>1
	(3/4)ν


ΤΟ ΧΑΛΙ ΤΟΥ SIERPINSKI
1.     Ξεκινήστε  σχεδιάζοντας ένα τετράγωνο πλευράς 9 εκατοστών. (ν=0)

     Θεωρήστε για ευκολία ότι το εμβαδόν του είναι μοναδιαίο, δηλαδή 1.

2.  Στη συνέχεια τριχοτομήστε τις πλευρές του και σχηματίστε εννέα τετράγωνα, από τα οποία το κεντρικό πρέπει να αφαιρεθεί και να απομείνουν τα υπόλοιπα οκτώ. 

Συμπληρώστε τη δεύτερη γραμμή του παρακάτω πίνακα. (ν=1)

3.   Επαναλάβετε τη διαδικασία αυτή στα οκτώ τετράγωνα που απέμειναν. (ν=2)

Συμπληρώστε την τρίτη γραμμή του παρακάτω πίνακα.

4.  Επαναλάβετε τη διαδικασία για μια ακόμη φορά. (ν=3)

Συμπληρώστε την τέταρτη γραμμή του παρακάτω πίνακα.

5.  Παράγετε τους γενικούς τύπους και συμπληρώστε τον παρακάτω πίνακα.
	Βήμα
	Αριθμός 

τετραγώνων που 

αφαιρέθηκαν στο τρέχον βήμα
	Εμβαδόν κάθε τετραγώνου που αφαιρέθηκε στο τρέχον βήμα
	Συνολικό 

εμβαδόν των τετραγώνων που 

αφαιρέθηκαν στο τρ. βήμα
	Συνολικό

εμβαδόν των τετραγώνων που απέμειναν στο τρ. βήμα

	0
	0
	0
	0
	1

	1
	1 
	1/9 
	 1/9
	8/9

	2
	8 
	(1/9)2 
	8 .  (1/9)2
	(8/9)2

	3
	           82
	(1/9)3  
	82 .  (1/9)3 
	(8/9)3

	Γενικός τύπος 

για το νοστό βήμα
	8 ν-1   για  ν>1  
	(1/9) ν  
	8ν-1(1/9)ν =

(1/8) (8/9) ν     για  ν>1
	(8/9)ν   


Δραστηριότητα 2: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. Το τρυπητό του Sierpinski
Ανοίξετε το αρχείο που έχουμε δημιουργήσει, διαβάστε προσεκτικά και ακολουθήστε τις οδηγίες κάνοντας κλικ στο κουμπί "Οδηγίες". 

Δραστηριότητα 3: Διερεύνηση με το MicroWorlds Pro. Το χαλί του Sierpinski
Ανοίξετε το αρχείο που έχουμε δημιουργήσει, διαβάστε προσεκτικά και ακολουθήστε τις οδηγίες επιλέγοντας το κουμπί "Οδηγίες".                                                                        
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 Επιλέξτε «Συμπεράσματα». [image: image67.jpg]=%




Προσπαθήστε να απαντήσετε και πάλι τις αρχικές ερωτήσεις:

TO ΤΡΥΠΗΤΟ ΤΟΥ SIERPINSKI
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 
· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 
· Ποιο θα είναι το συνολικό εμβαδόν που απομένει μετά από ν επαναλήψεις, όταν το ν τείνει στο άπειρο; 

Το εμβαδόν τείνει στο μηδέν όταν το ν τείνει στο άπειρο. Αυτό το fractal δεν έχει εμβαδόν.

TO ΧΑΛΙ ΤΟΥ SIERPINSKI
· Μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της επαναληπτικής διαδικασίας που παρακολουθήσατε είναι fractal; 

· Ποιος κατά τη γνώμη σας είναι ο κανόνας της επαναληπτικής διαδικασίας; 

· Ποιο θα είναι το συνολικό εμβαδόν που απομένει όταν το ν τείνει στο άπειρο; 

Το εμβαδόν τείνει στο μηδέν όταν το ν τείνει στο άπειρο. Αυτό το fractal δεν έχει εμβαδόν.

Συγκρίνετε τις απαντήσεις σας με εκείνες που είχατε δώσει στις Υποθέσεις.

Διατυπώστε τα συμπεράσματά σας με τη βοήθεια των παρακάτω ερωτήσεων: 
1. Χρησιμοποιήστε το γενικό τύπο για το ν-οστό βήμα που δίνει το συνολικό εμβαδόν των τριγώνων που απέμειναν (πίνακας 1 Δραστηριότητας 1), με σκοπό να συμπεράνετε που τείνει το εμβαδόν του "τρυπητού" όταν το ν τείνει στο άπειρο. Σημειώστε το συμπέρασμά σας.
 Όπως φαίνεται από το γενικό τύπο για το συνολικό εμβαδόν των τριγώνων που απέμειναν (3/4)ν  Η ακολουθία των τιμών των εμβαδών είναι: 1, 3/4, 9/16,... Αυτή είναι γεωμετρική ακολουθία με λόγο λ=3/4. Μια τέτοια ακολουθία με λόγο | λ |<1 τείνει στο μηδέν.
2. Χρησιμοποιήστε το γενικό τύπο για το ν-οστό βήμα που δίνει το συνολικό εμβαδόν των τετραγώνων που απέμειναν (πίνακας 2 Δραστηριότητας 1), με σκοπό να συμπεράνετε που τείνει το εμβαδόν του "χαλιού" όταν το ν τείνει στο άπειρο. Σημειώστε το συμπέρασμά σας.
Τείνει στο μηδέν.
3. Ας θεωρήσουμε για ευκολία ότι το μήκος της πλευράς του αρχικού τριγώνου (Βήμα 0) είναι 1.

Η ακολουθία τιμών για την περίμετρο είναι 3, 9/2, 27/4, …

α) Τι είδος ακολουθίας είναι αυτή; 

β) Όταν το ν τείνει στο άπειρο, πού τείνει η περίμετρος του "τρυπητού"; 
Γεωμετρική με λόγο λ=3/2

Αφού | λ |>1 η ακολουθία συνεπώς και η περίμετρος του τρυπητού τείνει στο άπειρο. 

4. Μεγεθύνοντας κατά ένα παράγοντα Κ=2 το τμήμα του "τρυπητού" του Sierpinski που φαίνεται στο σχήμα, εμφανίζεται ολόκληρο το "τρυπητό". 

α) Ποιός είναι ο αριθμός Ν των αυτοόμοιων τμημάτων (σαν το τμήμα που μεγεθύναμε) που εμφανίζονται σε ολόκληρο το "τρυπητό";

Ν=3
β) Ποιά είναι η fractal διάσταση αυτοομοιότητας του "τρυπητού" του Sierpinski; 

 ΚD=N     

 DlogK=logN     

 D = logN / logK      

 D = log3 / log2   άρα   D=1,58   
γ) Μπορούμε να πούμε ότι το "τρυπητό" του Sierpinski είναι fractal; 

Ναι, αφού η fractal διάστασή τou (1,58) είναι μεγαλύτερη από την τοπολογική του διάσταση (1).
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Δραστηριότητα 5:
Παρατηρήστε το χαλί του Sierpinski και προσπαθήστε να υπολογίσετε τη fractal διάστασή του.

ΚD=N     

DlogK=logN     

D = logN / logK      

D = log8 / log3 = log23/log3=3log2/log3   άρα   D=1,88   
Συγκρίνετε τη fractal διάσταση του χαλιού του με εκείνη του τρυπητού του Sierpinski.
Είναι μεγαλύτερη 
Πως ερμηνεύετε το αποτέλεσμα της σύγκρισης; 
Καλύπτει περισσότερο το επίπεδο. 
Σε ποιο σχήμα βασίζεται το τρυπητό του Sierpinski, σε ποιο το χαλί του Sierpinski και σε ποιο ο σπόγγος του Menger;
Τρίγωνο – τετράγωνο – κύβος
Συστήματα επαναλαμβανομένων συναρτήσεων

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 3 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:
· Να θεωρήσουν το όριο ως αντικείμενο μιας επαναληπτικής διαδικασίας. 
· Να αναγνωρίζουν ότι το όριο μιας ακολουθίας σχημάτων μπορεί να είναι fractal.
· Να αναγνωρίζουν μετασχηματισμούς απεικόνισης.

· Να γράφουν της μαθηματικές εκφράσεις μετασχηματισμών απεικόνισης.

· Να ορίζουν τις έννοιες ελκυστής και παράξενος ελκυστής μιας επαναληπτικής διαδικασίας.

· Να γνωρίζουν ότι ένα σύστημα επαναλαμβανομένων συναρτήσεων είναι μια επαναληπτική διαδικασία μέσω της οποίας ένα αρχικό σχήμα μετασχηματίζεται σε ένα παράξενο ελκυστή ο οποίος είναι ανεξάρτητος από το αρχικό σχήμα.

· Να γνωρίσουν τις εφαρμογές των IFS
· Να διαπιστώσουν ότι τα fractals τα οποία γνώρισαν σε προηγούμενες δραστηριότητες μπορεί να προκύψουν και με συστήματα επαναλαμβανομένων συναρτήσεων.
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Μελετήστε τις πληροφορίες και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.
[image: image72.jpg]
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

1. Πόσο έχει ταξιδέψει ο ιππότης στο τέλος κάθε μέρας.  Θα φτάσει ποτέ στο δράκο;

2. Παρόμοια πρακτικά προβλήματα γεννώνται αν προσπαθήσουμε να απεικονίσουμε το όριο στην οθόνη του υπολογιστή ή σε ένα φύλλο χαρτιού, με τον τρόπο ενός διαγράμματος απόστασης-χρόνου. Τι μορφή θα είχε το διάγραμμα αυτό;

3. Τα όρια μπορούν επίσης να εφαρμοστούν στα σχήματα. Θεωρήστε ένα ισόπλευρο τρίγωνο, ένα τετράγωνο, ένα κανονικό πεντάγωνο. Ποιο είναι το επόμενο πολύγωνο σ’ αυτή την ακολουθία; Καθώς προσθέτουμε περισσότερες πλευρές, ποιο είναι το «όριο»;

4. Μπορεί το όριο μιας ακολουθίας σχημάτων να εξελιχθεί σε fractal;
5. Αν είχαμε ένα ιδιαίτερα έξυπνο φωτοαντιγραφικό μηχάνημα, θα μπορούσαμε να το ρυθμίσουμε ώστε να εκτυπώνει διάφορες σμικρύνσεις της πρωτότυπης εικόνας σε διαφορετικά σημεία πάνω στην ίδια σελίδα. Θα μπορούσε μια τέτοια διαδικασία να περιγραφεί μαθηματικά
6. Γράψτε τους μετασχηματισμούς για την απεικόνιση του μοναδιαίου τετραγώνου σε κάθε ένα από τα άλλα τρία τέταρτά του
[image: image129.png]101




1. Στο παρακάτω σχήμα βλέπετε το αποτέλεσμα τριών απεικονίσεων. Κάθε μια από αυτές απεικονίζει το μοναδιαίο (1x1) τετράγωνο σε ένα από τα τρία μικρότερα τετράγωνα που όπως φαίνονται στο σχήμα.

[image: image130.jpg]



Γράψτε τους μετασχηματισμούς w1(A0), w2(A0) και w3(A0) για τις τρεις αυτές απεικονίσεις.

8.  Τι θα συμβεί αν επαναλάβουμε την ίδια απεικόνιση σε καθένα από τα τρία μικρότερα τετράγωνα, έτσι ώστε να έχουμε εννέα μικρότερα τετράγωνα;
9. Τι θα συμβεί αν συνεχίσουμε να επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία; Υπάρχει ένα οριακό σχήμα "ελκυστής" της διαδικασίας αυτής;
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
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Δραστηριότητα 1.
Σημειώστε τις παρατηρήσεις σας.

Δραστηριότητα 2.

Οι μετασχηματισμοί (κανόνες) του συστήματος επαναλαμβανομένων συναρτήσεων που έχει παράξενο ελκυστή τη fractal φτέρη του Barnsley;

Κανόνας 1:   x΄=0    και   ψ΄=0,16ψ

Κανόνας 2:   x΄=0,85x+0,04ψ  και ψ΄=-0,04x+0,85ψ+0,16

Κανόνας 3:   x΄=0,20x-0,26ψ  και ψ΄=0,23x+0,22ψ+0,16

Κανόνας 4:   x΄=-0,15x+0,28ψ και ψ΄=0,26x+0,24ψ+0,08                   
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Καταγράψτε τα συμπεράσματα και τις παρατηρήσεις σας. 

Διευκολύνονται οι μαθητές για να καταλήξουν στα συμπεράσματά τους.

Σημειώστε τις αλλαγές που κάνατε στον κώδικα και περιγράψτε το αντίστοιχο αποτέλεσμα.
Μια καλή λύση είναι να αλλάζουν νούμερα και πρόσημα στον τρίτο κανόνα.
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Σημειώστε τις απόψεις σας.
ΠΡΟΣΘΕΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ
Πρόβλημα 1. Ποια είναι η fractal διάσταση αυτοομοιότητας του τετραγώνου;

K ο παράγοντας κλιμάκωσης, Ν ο αριθμός αυτοόμοιων τετραγώνων.

 Ερμηνεία: [image: image80.png]


,   Κ=3, Ν=9 άρα D=2 από τον ορισμό της D.

Πρόβλημα 2.  Ποια είναι η fractal διάσταση αυτοομοιότητας του τριγώνου;
Ερμηνεία: [image: image81.png]


,  Κ=2, Ν=4 άρα D=2 από τον ορισμό της D.

Ερώτηση 1. Είναι fractal το τετράγωνο και το τρίγωνο;

                   Όχι, διότι η fractal διάσταση είναι ίση με την τοπολογική.

Ο Πύργος του Ανόϊ : Κ1=1, Κ2=3, Κ3=7, Κ4=15, .., Κν=2Κν-1+1 (Ο αναδρομικός τύπος) και Κν=2ν -1 (Ο γενικός τύπος), t=264-1 s δηλαδή 590000000000 χρόνια.
Στο διαδίκτυο υπάρχουν πολλά applets με θέμα τον πύργο του Ανόϊ.
Ενδεικτικά:  http://www.lhs.berkeley.edu/java/Tower/Tower.html
ΥΠΟΕΝΟΤΗΤΑ β: Παραγωγή και μελέτη φυσικών fractals
Ακτογραμμές

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 4 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να διακρίνουν τα τυχαία φυσικά fractals από τα μαθηματικά.

· Να σχεδιάζουν το μοντέλο μιας ακτογραμμής με μια τυχαία γεωμετρική επαναληπτική διαδικασία.

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση ακτογραμμών με τη μέθοδο του διαβήτη.

· Να διαπιστώνουν ότι όσο μικρότερο είναι το άνοιγμα του διαβήτη τόσο μεγαλύτερη είναι η ακρίβεια στη μέτρηση του μήκους μιας ακτογραμμής.

· Να βρίσκουν την κλίση σε ένα log-log διάγραμμα

· Να διαπιστώνουν ότι όσο μεγαλύτερη της μονάδας είναι η fractal διάσταση της ακτογραμμής τόσο ποιο τραχεία και δαντελωτή είναι αυτή.

Απαντήσεις 
Πειραματισμός - Δραστηριότητα 2
	ΜΗΚΟΣ ΒΗΜΑΤΟΣ             s (km)
	ΑΡΙΘΜΟΣ ΒΗΜΑΤΩΝ    Ν
	ΜΗΚΟΣ ΑΚΤΟΓΡΑΜΜΗΣ L (km)

	4
	7
	28

	2
	18
	36

	1
	44
	44

	0,5
	103
	51,5


Πειραματισμός - Δραστηριότητα 3:
Εκτυπώστε το λογαριθμικό χαρτί.  Η fractal διάσταση της ακτογραμμής είναι η κλίση στο παρακάτω γράφημα δηλαδή:    7,3 / 5,8 =1,25 
Συμπεράσματα - Συμπλήρωση κενών: 
μικρότερο, άπειρο, τυχαίες, κλασματική, μεγαλύτερη.

[image: image131.jpg]



Ηλεκτροεναποθέσεις

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Χημεία , Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 2 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να διακρίνουν τα τυχαία φυσικά fractals από τα μαθηματικά.

· Να σχεδιάζουν με το μοντέλο DLA  μια ηλεκτροεναπόθεση με μια τυχαία επαναληπτική διαδικασία. 

· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση του επιπέδου και της ευθείας με τη μέθοδο του κύκλου.

· Να διαπιστώνουν ότι θα μπορούσαν να υπολογίσουν τη fractal διάσταση μιας ηλεκτροεναπόθεσης με τη μέθοδο αυτή. 
[image: image82.jpg]
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Μελετήστε τις πληροφορίες και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.
[image: image84.jpg]
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

Τι θα συμβεί στο αρνητικό ηλεκτρόδιο; Αν αναμένετε κάτι να συσσωρευτεί, σχεδιάστε πως περιμένετε να μοιάζει καθώς αναπτύσσεται. 

[image: image132.png]



Θα μπορούσαμε να μιμηθούμε (μοντελοποιήσουμε) τον τρόπο με τον οποίο ένα ιόν χαλκού "χορεύει" μέσα στο διάλυμα και τελικά εναποτίθεται στη συσσώρευση;
Είναι φυσικά fractals αυτές οι εναποθέσεις / συσσωρεύσεις;

Με ποιο τρόπο θα μπορούσαμε να τις μελετήσουμε και να τις ταξινομήσουμε;
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
[image: image133.png]



          Επιλέξτε «Πειραματισμός».
                          Δραστηριότητα (1)
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Εδώ μοντελοποιείται η διαδικασία ηλεκτροεναπόθεσης με τον τυχαίο περιπατητή. 
Προσοχή διαγώνια δεν τοποθετούνται.
                                  Δραστηριότητα (2)
	 R
	N 
	logN 
	logR 

	0.5 
	1
	0
	-0,30

	1.5 
	6
	0,78
	0,18

	3.5 
	35
	1,54
	0,54

	7.5 
	185
	2,27
	0,37

	15.5 
	661
	2,82
	0,45



Πίνακας 1

Οι τιμές είναι κατά προσέγγιση. Από την κλίση προκύπτει D =2,11 . Με καλύτερη καταμέτρηση θα πρέπει να προσεγγίζει την τιμή2.
	 R
	N 
	logN 
	logR 

	1 
	2
	0,30
	0

	2 
	4
	0,60
	0,30

	4 
	8
	0,90
	0,60

	8 
	16
	1,20
	0,90

	16 
	32
	1,50
	1,20



	 
	μέθοδος κύκλου

	Fractal διάσταση της κυκλικής επιφάνειας
	2

	Fractal διάσταση της γραμμής
	1


                                       Δραστηριότητα (3)
Στη δραστηριότητα αυτή δημιουργείται μια ηλεκτροεναπόθεση στο εικονικό εργαστήριο με βάση το μοντέλο DLA που  γνώρισαν οι μαθητές στη δραστηριότητα 1. Η fractal διάσταση της εναπόθεσης υπολογίζεται αυτόματα από τον υπολογιστή με τη μέθοδο του κύκλου που γνώρισαν οι μαθητές στη δραστηριότητα 2. Οι μαθητές μπορούν να καθορίζουν από την αρχή την ακτίνα του θετικού κυκλικού ηλεκτροδίου. Μόλις η εναπόθεση φτάσει στο ηλεκτρόδιο αυτό σταματά και εμφανίζεται ανακοίνωση για τις τιμές logN, (N ο αριθμός των «περιπατητών» που έχουν εναποτεθεί),  logR (R ή μέγιστη ακτίνα της εναπόθεσης που εδώ συμπίπτει με την ακτίνα του κυκλικού ηλεκτροδίου), και της fractal διάστασης της εναπόθεσης η οποία είναι ίση με το πηλίκον logN/logR. 
Παρακάτω προτείνεται και μια άλλη προσομοίωση στο διαδίκτυο (Java Applet).
[image: image86.jpg]
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Στη δραστηριότητα 1 συγκρίνετε τα αποτελέσματά σας με αυτά των συμμαθητών σας. Σημειώστε τις παρατηρήσεις σας.

Τα νέα τετράγωνα προστίθενται περισσότερο κοντά στα «πλοκάμια» του μαύρου σχεδίου ή στο κέντρο του;

Ποιο στοιχείο του πειράματος παριστάνει ο «περιπατητής»; 

Τα ιόντα του χαλκού στο διάλυμα
Ποιο στοιχείο παριστάνει το μαύρο σχέδιο;

Το αρνητικό ηλεκτρόδιο
Ποιος ή τι «ρίχνει το ζάρι» στο πείραμα της ηλεκτροεναπόθεσης; 

Οι τυχαίες αλληλεπιδράσεις των ιόντων του χαλκού με τα υπόλοιπα συστατικά του διαλύματος. (Μόρια νερού, θειικά ιόντα)

Σε τι διαφέρει η κίνηση των ιόντων σε πείραμα της ηλεκτροεναπόθεσης, από την κίνηση του «περιπατητή» στο μοντέλο της δραστηριότητας 1; 

Αυτά έλκονται από το αρνητικό ηλεκτρόδιο, ενώ ο περιπατητής όχι.
Πώς μιμηθήκαμε (μοντελοποιήσαμε) τον τρόπο με τον οποίο ένα ιόν χαλκού "χορεύει" μέσα στο διάλυμα και τελικά εναποτίθεται στη συσσώρευση;

Είναι φυσικά fractals αυτές οι εναποθέσεις / συσσωρεύσεις;

Ναι
Με ποιο τρόπο θα μπορούσαμε να τις μελετήσουμε και να τις ταξινομήσουμε;

Μετρώντας τη fractal διάστασή τους με τη μέθοδο του κύκλου ή οποιαδήποτε άλλη μέθοδο, μπορούμε να τις ταξινομήσουμε.
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Σημειώστε τις απόψεις σας.
 Μη συμπαγείς σφαίρες από διάφορα υλικά

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική, Χημεία, Πληροφορική
Τάξη:  B’ Λυκείου
Χρονική Διάρκεια: Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 2 διδακτικές ώρες
Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:

· Να εκτελούν μετρήσεις της μάζας και της διαμέτρου μπαλών από διάφορα υλικά.

· Να διακρίνουν τα τυχαία φυσικά fractals από τα μαθηματικά.

· Να ερμηνεύουν πειραματικά δεδομένα.
· Να υπολογίζουν τη fractal διάσταση μπαλών από διάφορα υλικά.
· Να αναγνωρίζουν ότι η fractal διάσταση ενός αντικειμένου μας πληροφορεί για την πολυπλοκότητα στο εσωτερικό του

· Να αναγνωρίζουν ότι fractal αντικείμενα δεν είναι απλά αυτά που απλά έχουν πορώδη σύσταση ή είναι ακανόνιστα ή έχουν τυχαία κατανομή συστατικών, αλλά εκείνα που δεν γεμίζουν το χώρο με ομοιόμορφο τρόπο.

· Να αναγνωρίζουν ότι ένα fractal αντικείμενο χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα η πυκνότητά του να μην είναι σταθερή αλλά να μειώνεται καθώς το μέγεθος του αντικειμένου αυξάνεται, πράγμα που εκφράζεται από το γεγονός ότι D<3.
· Να βρίσκουν την κλίση σε ένα log-log διάγραμμα

Πρόκειται για ερευνητική δραστηριότητα και σας δίνουμε εδώ κάποια αποτελέσματα για τις τιμές της fractal διάστασης μπαλών από διάφορα είδη ψωμιού καθώς και μπαλών από χαρτί περιτύλιξης και θερμοπλαστικό φύλλο .
Λύση του προβλήματος που υπάρχει στις εφαρμογές.
1) Για να υπολογίσουμε τη μάζα που έχουν οι μπάλες από τσαλακωμένο χαρτί βρίσκουμε πρώτα τα εμβαδά των τετραγώνων από τα οποία κατασκευάσαμε τις μπάλες, και τα πολλαπλασιάζουμε με την επιφανειακή πυκνότητα του χαρτιού εφημερίδας. 
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2) Η σωστή αναλογία είναι η Β. Όπου L η πλευρά κάθε τετραγώνου.

3) Η σωστή αναλογία είναι η Γ. Η μάζα της σφαίρας είναι Μ = ρV όπου ρ η πυκνότητα και V ο όγκος της σφαίρας. Δηλαδή : Μ = ρ
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4) Η κλίση του διαγράμματος είναι d =
[image: image95.wmf]1.31.3
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1-0.50.5


5) Λογαριθμίζοντας και τα δύο μέλη της σχέσης
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 έχουμε: logM = logγ+dlogΔ.  Αυτή είναι μια γραμμική σχέση μεταξύ του logM και του logΔ η κλίση του διαγράμματος της οποίας είναι η d δηλαδή 2.6. Η σωστή λοιπόν απάντηση είναι η Δ.

6)  
Οι μπάλες από  θερμοπλαστικό φαίνεται από το διάγραμμα ότι έχουν  fractal διάσταση: d =
[image: image97.wmf]1.12

=2.8

0.4

 δηλαδή πλησιάζουν τη συμπαγή σφαίρα. Αυτό πιθανόν να οφείλεται στο ότι τα φύλα περιτυλίγματος από θερμοπλαστικό κολλάνε μεταξύ τους με αποτέλεσμα η πολυπλοκότητα και η ανομοιομορφία των κενών που υπάρχουν στο εσωτερικό των μπαλών αυτών να είναι μικρότερη από εκείνη των μπαλών από χαρτί.
ΕΝΟΤΗΤΑ 3: ΧΑΟΣ
Η λογιστική επαναληπτική διαδικασία και ο καιρός

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Φυσική,  Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 2 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:
· Να ορίζουν το δυναμικό σύστημα.

· Να διαπιστώνουν ότι μια επαναληπτική διαδικασία μπορεί να συγκλίνει σε κάποιο αποτέλεσμα ή μπορεί να ταλαντώνεται ύρω από αυτό ή να αποκλίνει εντελώς επιδεικνύοντας χαοτική συμπεριφορά.

· Να αξιοποιούν τις δυνατότητες του Η/Υ ώστε να εξετάζουν την εξέλιξη μιας επαναληπτικής διαδικασίας μεταβάλλοντας τις αρχικές συνθήκες.

· Να διαπιστώνουν την λεπτή εξάρτηση του αποτελέσματος από τις αρχικές συνθήκες σε ένα χαοτικό σύστημα.

· Να διακρίνουν τα πολύπλοκα από τα περίπλοκα συστήματα

· Να διαπιστώνουν ότι η ακρίβεια μιας πρόγνωσης του καιρού εξαρτάται από την ακρίβεια και το πλήθος των δεδομένων που συλλέγονται από τους εκατοντάδες σταθμούς παρατήρησης.
· Να αναγνωρίζουν τα χαρακτηριστικά μιας χαοτικής κίνησης.

· Να αναγνωρίζουν το λόγο για τον οποίο δεν υπάρχει μακροπρόθεσμη πρόβλεψη καιρού.

· Να αναγνωρίζουν ότι η λογιστική επαναληπτική διαδικασία μπορεί για κάποιες τιμές της παραμέτρου k να είναι ένα χαοτικό σύστημα όπως ο καιρός.

· Να αναγνωρίζουν ότι η λογιστική επαναληπτική διαδικασία μοντελοποιεί και την χρονική εξέλιξη ενός βιολογικού πληθυσμού όπως τα κουνέλια.
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Μελετήστε τις πληροφορίες και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.

[image: image100.jpg]


 Επιλέξτε «Υποθέσεις». [image: image101.jpg]Ko
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Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

Γιατί πρέπει να συλλέγονται χιλιάδες δεδομένα από μετεωρολογικούς σταθμούς οι οποίοι είναι πυκνά τοποθετημένοι ώστε να έχουμε μια καλή πρόγνωση του καιρού για τις αμέσως επόμενες ημέρες; 
Γιατί η ακρίβεια της πρόγνωσης μειώνεται σε βάθος χρόνου; 

Γιατί δεν γίνονται μακροχρόνιες προβλέψεις καιρού;

Γιατί πολλές φορές η πρόγνωση του καιρού δεν είναι ακριβής;
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
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 Επιλέξτε «Πειραματισμός». [image: image103.jpg]



Δραστηριότητα 1.

2. Θέσατε για την παράμετρο k τιμές μεταξύ του 2 και του 3.5 

      Σημειώστε πως εξελίσσονται στο χρόνο οι τιμές της x;

Για k=2 συγκλίνουν σε μια σταθερή τιμή. Από 2,4 έως 3,5 ταλαντώνονται περιοδικά γύρω από κάποια τιμή.
3. Για μια τιμή της k στο διάστημα αυτό, πχ για k=3 και για x0=0,2. Μετά κάντε μια μικρή μεταβολή στην αρχική τιμή x0 (πχ κάντε την 0,21) και πατήστε “Enter”.
      Σημειώστε πώς εξελίσσονται στο χρόνο οι τιμές της x;

Δεν αλλάζει πολύ η εξέλιξη των τιμών παρά μόνο η αρχική τιμή.
4. Χωρίς να αλλάξετε την τιμή της k, κάντε μια μεγάλη μεταβολή στην αρχική τιμή x0 (πχ κάντε την 0,9).
      Σημειώστε πως εξελίσσονται στο χρόνο οι τιμές της x;

Και πάλι δεν αλλάζει πολύ η εξέλιξη των τιμών της x παρόλη τη μεγάλη αλλαγή της αρχικής της τιμής. Το σύστημα δείχνει δηλαδή μια ευστάθεια.
5. Θέσατε για την παράμετρο k τιμές μεταξύ του 3,5 και του 4.
           Σημειώστε πώς εξελίσσονται στο χρόνο οι τιμές της x.
Χαοτική συμπεριφορά.
6. Για μια τιμή της k στο διάστημα αυτό, πχ για k=3,9 και για x0=0,2. Μετά κάντε μια μικρή μεταβολή στην αρχική τιμή x0 (πχ κάντε την 0,21). 

         Σημειώστε πώς εξελίσσονται στο χρόνο οι τιμές της x.
Λεπτή εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες. Τελείως διαφορετική εξέλιξη του συστήματος ακόμα και με μια πολύ μικρή αλλαγή στην αρχική τιμή του x.
7. Κλείστε το λογιστικό φύλλο.
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Οι μεταβλητές που καθορίζουν τον καιρό εξελίσσονται χρονικά με τρόπο παρόμοιο με τον τρόπο που εξελίσσεται η μεταβλητή x στην λογιστική επαναληπτική διαδικασία για 3,5 < k < 4.
Απαντήστε και πάλι στις ερωτήσεις των υποθέσεων. 

Γιατί πρέπει να συλλέγονται χιλιάδες δεδομένα από μετεωρολογικούς σταθμούς οι οποίοι είναι πυκνά τοποθετημένοι ώστε να έχουμε μια καλή πρόγνωση του καιρού για τις αμέσως επόμενες ημέρες; 
Η εξέλιξη του καιρού εξαρτάται λεπτά από τις αρχικές συνθήκες. Όσο περισσότερα δεδομένα έχουμε για τις αρχικές συνθήκες, τόσο ακριβέστερη θα είναι η πρόγνωση. Τα χιλιάδες δεδομένα που συλλέγουμε από τους μετεωρολογικούς σταθμούς μας επιτρέπουν να γνωρίζουμε με τη μεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια τι συμβαίνει κάθε χρονική στιγμή σε κάθε σημείο της ατμόσφαιρας, ώστε να έχουμε μια καλή πρόγνωση του καιρού για τις αμέσως επόμενες ημέρες.
Γιατί η ακρίβεια της πρόγνωσης μειώνεται σε βάθος χρόνου; 
Για τις αμέσως επόμενες ημέρες μπορούμε να έχουμε μια καλή πρόγνωση του καιρού, όχι ακριβή γνώση. Αφού λοιπόν, δεν μπορούμε να γνωρίζουμε με ακρίβεια στην κλίμακα του χιλιοστού του μέτρου τι θα συμβαίνει κάθε χρονική στιγμή και σε κάθε σημείο της ατμόσφαιρας τις επόμενες μέρες, και αφού οι παραμικρές αλλαγές κάποιων συνθηκών είναι δυνατόν να οδηγήσουν σε τεράστιες διαφορές στην εξέλιξη του καιρού, η ακρίβεια της πρόγνωσης του καιρού μειώνεται σε βάθος χρόνου.  
Γιατί δεν γίνονται μακροχρόνιες προβλέψεις καιρού;
Γιατί οι μακροχρόνιες προβλέψεις καιρού δεν μπορεί να είναι ακριβείς. Αν για κάποιους λόγους επιχειρηθούν τέτοιες προβλέψεις σε βάθος χρόνου, είναι μάλλον εικασίες και όχι προγνώσεις, μια και δεν έχουμε γνώση των αρχικών συνθηκών.
Γιατί πολλές φορές η πρόγνωση του καιρού δεν είναι ακριβής;
Πολλές φορές η πρόγνωση του καιρού ακόμη και για τις επόμενες ημέρες, δεν είναι ακριβής. Αυτό συμβαίνει γιατί ακόμη και στο μικρό αυτό μελλοντικό χρονικό διάστημα μπορεί να προκύψει μια ελάχιστη αλλαγή σε κάποια συνθήκη που μπορεί να φέρει μια τεράστια μεταβολή στην εξέλιξη του καιρού.

Επίσης, υπάρχουν περιοχές (όπως η Αφρική) που δεν είναι εγκατεστημένοι πολλοί μετεωρολογικοί σταθμοί. Εάν οι συνθήκες καθορίζονται στις περιοχές αυτές, τα δεδομένα που συλλέγουμε είναι ελλιπή, και η πρόγνωση δεν είναι ακριβής.
Συγκρίνετε τις απαντήσεις με αυτές που δώσατε στο στάδιο των υποθέσεων

Καταγράψτε το συμπέρασμα στο οποίο καταλήγετε. 
Ο καιρός είναι χαοτικό φαινόμενο, εξαρτάται λεπτά από τις αρχικές συνθήκες, και η παραμικρή αλλαγή σε αυτές μπορεί να προκαλέσει τεράστια αλλαγή στην εξέλιξή του.
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1. Αναζητήστε και άλλα συστήματα που θα τα χαρακτηρίζατε πολύπλοκα ή περίπλοκα. Συζητήστε για τη λειτουργία και τη συμπεριφορά των συστημάτων αυτών με τους συμμαθητές σας και τον καθηγητή σας στην τάξη. Καταγράψτε παρακάτω τα αποτελέσματα.

	Πολύπλοκα Συστήματα
	Περίπλοκα συστήματα

	Η ανθρώπινη συμπεριφορά. Για παράδειγμα πέντε αγόρια και πέντε κορίτσια σε ένα απομονωμένο  νησί, συμπεριφέρονται με τρόπο ο οποίος δεν είναι δυνατόν να κατανοηθεί από τη μελέτη της συμπεριφοράς ενός αγοριού και ενός κοριτσιού στο ίδιο νησί.
	Πολλά συστήματα στις Φυσικές Επιστήμες όπως το άτομο του Υδρογόνου.

	Ο καπνός του τσιγάρου
	Τα συστήματα τηλεπικοινωνιών

	Το χρηματιστήριο
	

	Η οδική κυκλοφορία
	…..


2.  Αναζητήστε και άλλες κινήσεις συστημάτων που χαρακτηρίζονται χαοτικές. Συζητήστε για τις κινήσεις αυτές με τους συμμαθητές σας και τον καθηγητή σας στην τάξη και καταγράψτε παρακάτω τα αποτελέσματα

	Χαοτικές κινήσεις

	Κίνηση διπλού εκκρεμούς

	Κίνηση φύλλου χαρτιού στον αέρα

	Κίνηση ενός πλανήτη σε πλανητικό σύστημα με δύο αστέρες. Το λεγόμενο πρόβλημα των τριών σωμάτων. Επισυνάπτουμε εδώ ένα αρχείο του Interactive Physics το οποίο θα μπορείτε αν έχετε εγκατεστημένο το interactive physics 2005 να το χρησιμοποιήσετε ως παράδειγμα.


3. Για ποιες τιμές του k επέρχεται δυναμική ισορροπία του πληθυσμού των κουνελιών;

Για ποιες τιμές του k ο αριθμός των κουνελιών αυξομειώνεται περιοδικά;
Για ποιες τιμές του k ο αριθμός των κουνελιών αυξομειώνεται με χαοτικό τρόπο; 
Οι απαντήσεις συμπίπτουν με αυτά για τον καιρό.

Σημειώστε τις απόψεις σας.

Τυχαίοι αριθμοί και το παιχνίδι του χάους
Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά,  Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 4 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:
· Να διαπιστώνουν ότι είναι δυνατόν με τυχαία επιλογή αριθμών να δημιουργούνται προβλέψιμα fractals.
· Να κατανοούν το παιχνίδι του χάους.
· Να διαπιστώνουν ότι το πιθανότερο είναι αυτό που μπορεί να προκύψει με περισσότερους τρόπους.
· Να αναγνωρίζουν την κανονική κατανομή του Gauss.
· Να κωδικοποιούν και αποκωδικοποιούν δεδομένα.
· Να γνωρίζουν τον τρόπο με τον οποίο γίνεται τυχαία επιλογή αριθμών.
· Να γράφουν πρόγραμμα παραγωγής τυχαίων αριθμών από τον Ηλεκτρονικό υπολογιστή.
[image: image108.jpg]
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Μελετήστε τις πληροφορίες και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.

[image: image110.jpg]


 Επιλέξτε «Υποθέσεις». [image: image111.jpg]Ko
8



 

Μελετήστε τις ερωτήσεις και καταγράψτε τις υποθέσεις σας.

· Με ποια επαναληπτική διαδικασία υποθέτετε ότι μπορεί να δημιουργήθηκε αυτό το τρυπητό του Sierpinski που παρακολουθήσατε στο έναυσμα; 
· Είναι δυνατόν να εμπεριέχεται η τυχαιότητα σ' αυτή την επαναληπτική διαδικασία; 

· Η συμπεριφορά των υπολογιστών είναι καθορισμένη από ένα πρόγραμμα και απόλυτα προβλέψιμη. Πώς λοιπόν οι υπολογιστές μπορούν να παράγουν τυχαίους αριθμούς; 

· Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε έναν αριθμό ο οποίος επιλέγεται τυχαία από τη σειρά των ακεραίων αριθμών 1 έως 6, κάθε αριθμός προκύπτει με την ίδια πιθανότητα, αλλά χωρίς προβλέψιμη δομή. Με ποιο τρόπο ο υπολογιστής θα μπορούσε να το κάνει αυτό; 

· Είναι δυνατόν τυχαίοι αριθμοί να χρησιμοποιούνται για τη δημιουργία προβλέψιμων fractals! 
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
[image: image112.jpg]
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Δραστηριότητα 2.
	ν
	Sν
	Rν

	0

1

2

3

4

5

6
	12345

199029

448364

240352

247100

80831
32592
	Κανένα

4

3

5
3
6
1


Προαιρετικά: Γράψτε ένα πρόγραμμα σε γλώσσα Pascal ή με την ψευδογλώσσα "Γλωσσομάθεια" με το οποίο να παράγονται 35 τυχαίοι ακέραιο αριθμοί μεταξύ 1 και 6 σύμφωνα με την παραπάνω διαδικασία. 
ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΖΑΡΙ

ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ

ΑΚΕΡΑΙΕΣ: Π[35],Ι,Ρ[35]

ΑΡΧΗ

Π[1] <-- 12345

ΓΙΑ Ι ΑΠΟ 2 ΜΕΧΡΙ 35

Π[Ι] <-- (Π[Ι-1]*4093) MOD 524261

ΤΕΛΟΣ_ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ

ΓΙΑ Ι ΑΠΟ 1 ΜΕΧΡΙ 35

Ρ[Ι] <-- (Π[Ι] MOD 6)+ 1

ΓΡΑΨΕ Ρ[Ι]

ΤΕΛΟΣ_ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ

ΤΕΛΟΣ_ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ
Δραστηριότητα 3.

1. Για τις 30 πρώτες επαναλήψεις φαίνεται κάποιο σχήμα “ελκυστής” να σχηματίζεται από τα σημεία που προκύπτουν από την επαναληπτική διαδικασία; 

2.  Για πολύ μεγάλο αριθμό επαναλήψεων έχοντας επιλέξει υψηλή ταχύτητα φαίνεται κάποιο σχήμα “ελκυστής” να σχηματίζεται από τα σημεία που προκύπτουν από την επαναληπτική διαδικασία; 

Το τρυπητό του Sierpinski είναι ο ελκυστής αυτής της επαναληπτικής διαδικασίας
3. Ποια εντολή στον κώδικα αντικαθιστά τη ρίψη των ζαριών;
     κάνε "r τυχαίο 3
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Καταγράψτε το συμπέρασμα στο οποίο καταλήγετε. 

Ποιος κερδίζει τελικά στο παιχνίδι του χάους ή τάξη ή η αταξία;

Η τάξη
· Με ποια επαναληπτική διαδικασία υποθέτετε ότι μπορεί να δημιουργήθηκε αυτό το τρυπητό του Sierpinski που παρακολουθήσατε στο έναυσμα;

Ίδια με αυτή της δραστηριότητας 1.
· Είναι δυνατόν να εμπεριέχεται η τυχαιότητα σ' αυτή την επαναληπτική διαδικασία;

 Ναι
· Η συμπεριφορά των υπολογιστών είναι καθορισμένη από ένα πρόγραμμα και απόλυτα προβλέψιμη. Πώς λοιπόν οι υπολογιστές μπορούν να παράγουν τυχαίους αριθμούς; 

Οι αριθμοί λέγονται ψευδοτυχαίοι και η επιλογή τους είναι τυχαία όπως διαπιστώνεται από την επαναληπτική διαδικασία της δραστηριότητας
· Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε έναν αριθμό ο οποίος επιλέγεται τυχαία από τη σειρά των ακεραίων αριθμών 1 έως 6, κάθε αριθμός προκύπτει με την ίδια πιθανότητα, αλλά χωρίς προβλέψιμη δομή. Με ποιο τρόπο ο υπολογιστής θα μπορούσε να το κάνει αυτό;
Περιγραφή στη δραστηριότητα.
· Είναι δυνατόν τυχαίοι αριθμοί να χρησιμοποιούνται για τη δημιουργία προβλέψιμων fractals;
Ναι.
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Εφαρμογή 1.

· Υπάρχουν κάποιοι αριθμοί που εμφανίζονται συχνότερα από άλλους;
Σημειώστε τα πιθανά αποτελέσματά σας

Εφαρμογή 2.

Γραμμοσκιάστε το τρίγωνο που πρέπει να περιέχει το στοιχείο, ξεκινώντας από οποιοδήποτε σημείο μέσα στο τρίγωνο, αν:

1. Η πρώτη ζαριά είναι Π. 
         2. Η πρώτη ζαριά είναι Α, και η δεύτερη Π.

4. Η πρώτη ζαριά είναι Δ, και η δεύτερη και η τρίτη ζαριές είναι Α.
Ξεκινήστε με οποιοδήποτε σημείο στο τρίγωνο του παιχνιδιού του Χάους. Γραμμοσκιάστε το τρίγωνο που πρέπει να περιέχει το σημείο σε κάθε βήμα της διαδοχής των κινήσεων που δίνονται στα 4, και 5.

4. ΔΑΠΠ

5. ΠΔΔΑ


Παρακάτω δίνεται η θέση του σημείου μετά την τρίτη ζαριά στο παιχνίδι του Χάους. Ποια ήταν η τρίτη ζαριά; Ποια ήταν η πρώτη ζαριά;

                          6.
                  

 7.

                
8.


9. Υποθέστε ότι μετά τη δεύτερη κίνηση (ζαριά), το σημείο στο παιχνίδι του Χάους βρίσκεται στο γραμμοσκιασμένο τρίγωνο. Δείξτε τις τρεις πιθανές θέσεις μετά την τρίτη ζαριά. Γραμμοσκιάστε τις εννέα πιθανές θέσεις μετά την τέταρτη ζαριά.

Ακολουθίες αριθμών και η καμπύλη του Δράκου

Γνωστικό Αντικείμενο: Μαθηματικά, Πληροφορική
Τάξη:  Γ΄ Γυμνασίου (και Λύκειο)
Χρονική Διάρκεια

Προτεινόμενη χρονική διάρκεια σχεδίου εργασίας: 3 διδακτικές ώρες

Επιμέρους Διδακτικοί στόχοι:
· Να κωδικοποιούν και αποκωδικοποιούν δεδομένα.
· Να εξοικειωθούν με την έννοια συμμετρία
· Να αναγνωρίζουν την κατοπτρική συμμετρία
· Να επιλύουν προβλήματα
· Να αναγνωρίζουν τις διαδικασίες στον κώδικα 
· Να δημιουργήσουν τις δικές τους καμπύλες του δράκου
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Μελετήστε τις πληροφορίες και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.

[image: image120.jpg]
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Με ποιο τρόπο δημιουργούνται οι καμπύλες;
Στις συγκεκριμένες ερωτήσεις είναι αποδεκτές όποιες απόψεις διατυπώσουν οι μαθητές. Προτείνεται να μη διορθώνονται οι απαντήσεις τους, καθώς στόχος αυτών των ερωτήσεων είναι η ανάδειξη των εναλλακτικών απόψεων των μαθητών.
[image: image122.jpg]
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Δραστηριότητα 1: Η επαναληπτική διαδικασία της καμπύλης του δράκου με χαρτί

Σημειώστε τις παρατηρήσεις σας.
1

1 1 0

1 1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0

 (α)   Ποιο είναι το μεσαίο ψηφίο σε κάθε ακολουθία; 

 Το 1
 (β)   Μπορείτε να δείτε ότι κάθε ακολουθία έχει ένα είδος κατοπτρικής συμμετρίας γύρω από αυτό το ψηφίο; 

Γύρω από το μεσαίο ψηφίο (το 1) υπάρχει κατοπτρική συμμετρία. [Αν θεωρήσουμε το μεσαίο ψηφίο (το 1) ως κέντρο συμμετρίας της ακολουθίας, παρατηρούμε ότι το αριστερό μέρος της ακολουθίας είναι συμμετρικό με το δεξιό μέρος της. –Στις συμμετρικές θέσεις (αριστερά και δεξιά του μεσαίου ψηφίου), όπου υπάρχει 1 αριστερά, υπάρχει 0 δεξιά, και όπου υπάρχει 0 αριστερά, υπάρχει 1 στα δεξιά.]
 (γ)   Πόσα ψηφία (1) υπάρχουν σε κάθε ακολουθία; Γιατί αυτοί οι αριθμοί μας κάνουν να σκεφτούμε τις δυνάμεις του 2;

Βήμα 1: Υπάρχει 1 ψηφίο (1).
 1
=
 20
Βήμα 2: Υπάρχουν 2 ψηφία (1).
 2
=
 21


Βήμα 3: Υπάρχουν 4 ψηφία (1).
 4
=
 22
Βήμα 4: Υπάρχουν 8 ψηφία (1).
 8
=
 23
Βήμα 5: Υπάρχουν 16 ψηφία (1).
16
=
 24

Δραστηριότητα 2: Η επαναληπτική διαδικασία της καμπύλης του δράκου με το MicroWorlds Pro

 Πόσες και ποιες είναι οι διαδικασίες που υπάρχουν στον κώδικα;

Τέσσερεις «ξεκίνα», «δράκος1», «δράκος», «οδηγίες»
 Αν κάνατε κλικ στον πράσινο κύκλο "εκτέλεση" ποιες διαδικασίες θα εκτελούνταν και με ποια σειρά;

Πρώτα εκτελείται η διαδικασία «ξεκίνα» η οποία καλεί τη διαδικασία «δράκος» η οποία καλεί τη διαδικασία «δράκος1». Κάνοντας δεξί κλικ στον πράσινο κύκλο, ο οποίος είναι χελώνα της logo, βλέπουμε ότι καλεί τη διαδικασία «ξεκίνα», έπειτα παρατηρώντας τον κώδικα βλέπουμε ποιες διαδικασίες καλούνται στη συνέχεια.
Διαπιστώσατε τον τρόπο που δημιουργείται η καμπύλη;
Εκτελέστε το πρόγραμμα σύμφωνα με τις οδηγίες.

-Δοκιμάστε να εκτελέσετε το πρόγραμμα για διάφορες τιμές της γωνίας θ και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας στο φύλλο εργασίας και αναφοράς.
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Καταγράψτε τα συμπεράσματά σας απαντώντας στις παρακάτω ερωτήσεις.

Με ποιο τρόπο δημιουργείται η καμπύλη του δράκου;

1

1 1 0

1 1 0 1 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0

Μπορείτε να  εξηγήσετε γιατί είναι όλα τα μεσαία ψηφία ίδια;

Γιατί αντιστοιχούν στην ίδια «τσάκιση», την 1η (μεσαία) που κάνουμε.
Σκεφτείτε το διπλωμένο χαρτί και εξηγήστε την κατοπτρική συμμετρία γύρω από το μεσαίο ψηφίο κάθε σειράς.
Κάθε φορά που διπλώνουμε το διπλωμένο χαρτί, δημιουργούνται συμμετρικές (ως προς την 1η (μεσαία) τσάκιση) κατοπτρικές «τσακίσεις».
Πόσα ψηφία (1) υπάρχουν σε κάθε σειρά; Γιατί αυτοί οι αριθμοί μας κάνουν να σκεφτούμε τις δυνάμεις του 2;

Βήμα 1: Υπάρχει 1 ψηφίο (1).
 1
=
 20
Βήμα 2: Υπάρχουν 2 ψηφία (1).
 2
=
 21


Βήμα 3: Υπάρχουν 4 ψηφία (1).
 4
=
 22
Βήμα 4: Υπάρχουν 8 ψηφία (1).
 8
=
 23
Βήμα 5: Υπάρχουν 16 ψηφία (1).
16
=
 24

 Καταγράψτε τα συμπεράσματα από τις παρατηρήσεις

Συναντήσατε δυσκολίες; Αν ναι ποιες; 

Πώς τις ξεπεράσατε;
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Σημειώστε τα αποτελέσματα της αναζήτησής σας.
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