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Tá ñïìðüô

Ôá ñïìðüô

Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò äñáóôçñéüôçôáò

Ôá ñïìðüô åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ìÝóù ôïõ ïðïßïõ ïé ìáèçôÝò èá ìåëåôÞóïõí ôç óõìðåñéöïñÜ ìéáò óõíÜñôçóçò,
ç ïðïßá åêöñÜæåé ôï çìåñÞóéï êÝñäïò ìéáò åðé÷åßñçóçò ùò óõíÜñôçóç ôùí ùñþí ëåéôïõñãßáò. Ç óõíÜñôçóç
üìùò Ý÷åé ìéá éäéáéôåñüôçôá: ïé ôéìÝò ôçò åîáñôþíôáé êáé áðü ôïí áñéèìü ôùí ñïìðüô ôá ïðïßá äéáèÝôåé, åßíáé
äçëáäÞ ìéá ðáñáìåôñéêÞ óõíÜñôçóç. Óôçí ïõóßá, üôáí ï ôýðïò ìéáò óõíÜñôçóçò ðåñéÝ÷åé ðáñÜìåôñï, äåí åê-
öñÜæåé ìéá óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç, áëëÜ ìéá ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí.

¸íá óçìáíôéêü ìáèçìáôéêü åñãáëåßï, ôï ïðïßï ìåëåôÜ ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ìßáò óõíÜñôçóçò f óå êÜðïéï óçìåßï
ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò xo, åßíáé ç ðáñÜãùãïò ç ïðïßá ìÜò äåß÷íåé ôçí ôá÷ýôçôá ìå ôçí ïðïßá ìåôáâÜëëåôáé ç
f óôï óçìåßï áõôü. Ïé ìáèçôÝò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõí ôçí ðáñÜãùãï ãéá íá ìåëåôÞóïõí ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï
ìåôáâÜëëåôáé ôï êÝñäïò óå óõíÜñôçóç ìå ôï ÷ñüíï ëåéôïõñãßáò, áëëÜ èá ðñÝðåé íá åñåõíÞóïõí áí ç áýîçóç
Þ ç ìåßùóç ôïõ áñéèìïý ôùí ñïìðüô åðçñåÜæåé ôï êÝñäïò. Áõôü óçìáßíåé üôé ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé íá êÜíïõí
ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò.

¸íôáîç äñáóôçñéüôçôáò óôï áíáëõôéêü ðñüãñáììá

� ÔÜîç:  Ã´ ËÕÊÅÉÏÕ.

� Ãíùóôéêü áíôéêåßìåíï:  ÐáñÜãùãïò óõíÜñôçóçò, ñõèìüò ìåôáâïëÞò.

� ÄéäáêôéêÞ åíüôçôá:  Ðáñ. 1.3 êáé 1.4. (ÌáèçìáôéêÜ ãåíéêÞò ðáéäåßáò).

Eñãáëåßá ëïãéóìéêïý:

Function probe.

Åêôéìþìåíïò ÷ñüíïò äéäáóêáëßáò

2 äéäáêôéêÝò þñåò.

Äéäáêôéêïß óôü÷ïé

1. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò íá ÷åéñßæïíôáé èÝìáôá ìåãßóôùí êáé åëá÷ßóôùí ìßáò óõíÜñôçóçò ìÝóá áðü ôçí ðáñÜ-
ãùãï, íá ìåëåôïýí ôï ðñüóçìï êáé ôá óçìåßá ìçäåíéóìïý ôçò ðáñáãþãïõ þóôå íá õðïëïãßæïõí ôá áêñü-
ôáôá ôçò óõíÜñôçóçò êáé ôç ìïíïôïíßá ôçò.

2. Ïé ìáèçôÝò íá ìÜèïõí üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðáñáãþãïõ f ́  ìßáò óõíÜñôçóçò f  ìÜò äåß÷íåé ðáñá-
óôáôéêÜ ôá óçìåßá óôá ïðïßá áíáæçôïýìå ôï ìÝãéóôï Þ ôï åëÜ÷éóôï ìßáò óõíÜñôçóçò (óçìåßá ôïìÞò ôçò
ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò f ´ ìå ôïí Üîïíá x ´x).

3. Ïé ìáèçôÝò íá ìÜèïõí íá äéåñåõíïýí ôï ìïíôÝëï åíüò ðñïâëÞìáôïò ìÝóá áðü ôïí Ç/Õ, éäéáßôåñá üôáí
áõôü ðåñéÝ÷åé ìßá ðáñÜìåôñï á, äßíïíôáò äéÜöïñåò ôéìÝò óôçí ðáñÜìåôñï êáé åëÝã÷ïíôáò ôá áðïôåëÝóìá-
ôá óôïí Ç/Õ.
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Óõ÷íÜ, áõôü ðïõ ïíïìÜæïõìå êïéíÞ ëïãéêÞ ìÜò õðáãïñåýåé íá óõìðåñÜíïõìå üôé üóï ðåñéó-
óüôåñåò þñåò äïõëåýåé Ýíá åñãïóôÜóéï êáé üóï ðåñéóóüôåñá ñïìðüô ÷ñçóéìïðïéåß ôüóï ìåãá-
ëýôåñï åßíáé ôï êÝñäïò ôïõ. Åßíáé üìùò óùóôü áõôü;

Áðü ôç ìåëÝôç ðïõ Ýãéíå ãéá ôç ëåéôïõñãßá ôïõ, ðñïêýðôåé üôé ôï çìåñÞóéï êÝñäïò óå ÷éëéÜäåò
åõñþ õðïëïãßæåôáé áðü ôç óõíÜñôçóç y = á ⋅ x ⋅ e−x/á, üðïõ x ï çìåñÞóéïò ÷ñüíïò åñãáóßáò óå
þñåò êáé á ï áñéèìüò ôùí ñïìðüô ôá ïðïßá äéáèÝôåé.

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå ôçí õðüèåóç üôé üóï ðåñéóóüôåñåò þñåò ëåéôïõñãåß ôï åñãïóôÜóéï ôüóï
ðåñéóóüôåñï êÝñäïò èá Ý÷åé.

1 Ðïéá éäéüôçôá ôùí óõíáñôÞóåùí èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ç óõíÜñôçóç ôïõ êÝñäïõò þóôå íá é-
ó÷ýåé ç õðüèåóç; Ðþò ìðïñïýìå íá ìåëåôÞóïõìå áõôÞ ôçí éäéüôçôá;

2 Ðïéåò ôéìÝò ìðïñåß íá ðÜñåé ç ìåôáâëçôÞ x; Ðïéï åßíáé, äçëáäÞ, ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõ-
íÜñôçóçò;

3 Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï åñãïóôÜóéï äéáèÝôåé 10 ñïìðüô. Íá êÜíåôå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜ-
óåéò ôçò óõíÜñôçóçò êÝñäïõò êáé ôïõ ñõèìïý ìåôáâïëÞò óôïí Ç/Õ.  Ðþò ó÷åôßæïíôáé ïé
äýï ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò; Ðïéïé ðåñéïñéóìïß èá ðñÝðåé íá éó÷ýïõí ãéá ôï ÷ñüíï x êáé ôï
êÝñäïò y;

4 Ìå âÜóç ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, íá õðïëïãßóåôå ôï ÷ñüíï ðïõ èá ðñÝðåé íá ëåéôïõñ-
ãåß ôï åñãïóôÜóéï, óå çìåñÞóéá âÜóç, ãéá íá Ý÷åé ìÝãéóôï êÝñäïò.

5 Áò åðé÷åéñÞóïõìå ôþñá íá åîåôÜóïõìå ôï ðþò ìåôáâÜëëåôáé ôï êÝñäïò ôçò åðé÷åßñçóçò
óå ó÷Ýóç ìå ôïí áñéèìü ôùí ñïìðüô. Áí áõîçèåß ï áñéèìüò ôùí ñïìðüô, èá áõîçèåß ôï
êÝñäïò; Íá êÜíåôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôéìÝò ôïõ á ìåãáëýôåñåò
ôïõ 10. Ðïéï åßíáé ôï ôåëéêü óõìðÝñáóìá;
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Eéêüíá 1.

✔✔✔✔✔ Oäçãßåò  ã éá  ôïí  åêðáéäåõô éêü

Ï êáèçãçôÞò, êáôÜ ôçí Ýíáñîç ôçò äéäáóêáëßáò, äßíåé óôïõò ìáèçôÝò ôï öýëëï åñãáóßáò. Ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé
íá ãíùñßæïõí ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ãßíåôáé ç ìåëÝôç ôçò ìïíïôïíßáò êáé ôùí áêñïôÜôùí ìéáò óõíÜñôçóçò
ìÝóù ôçò ðáñáãþãïõ, êáèþò êáé üôé ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ìéáò óõíÜñôçóçò åêöñÜæåôáé ìÝóù ôçò ðáñáãþãïõ.

I . Óôçí åñþôçóç 1, èá ðñÝðåé ïé ìáèçôÝò íá ìåôáöñÜóïõí ôçí Ýêöñáóç «ðåñéóóüôåñï êÝñäïò» ìå ôçí
Ýêöñáóç «áýîïõóá óõíÜñôçóç» þóôå íá êáôáëÞîïõí óôï óõìðÝñáóìá üôé èá ðñÝðåé íá ãßíåé ÷ñÞóç
ôçò ðáñáãþãïõ.

II. Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ðñïöáíþò ôï äéÜóôçìá áðü 0 ìÝ÷ñé 24.

III. Óôéò åñùôÞóåéò 3 êáé 4, ãéá ôá 10 ñïìðüô ðïõ Ý÷ïõìå, ç óõíÜñôçóç ôïõ êÝñäïõò åßíáé Y xe
x

=
−

10 10 .

Ôüôå ï ñõèìüò ìåôáâïëÞò ôïõ êÝñäïõò, ìå âÜóç ôïõò êáíüíåò ðáñáãþãéóçò, åßíáé Y x e
x

′ = −
−

( )10 10 ,

ïðüôå ãéá x = 10 Ý÷ïõìå üôé ′Y = 0.

Êáôáñ÷Þí, ïé ìáèçôÝò èá åðéëÝîïõí, ìåôÜ áðü äéáðñáãìÜôåõóç, êáôÜëëçëç êëßìáêá.

Êáëü èá åßíáé, êáôÜ
ôçí åðéëïãÞ ôçò êëß-
ìáêáò, ôá äéáóôÞ-
ìáôá ðÜíù óôïõò
äýï Üîïíåò íá Ý÷ïõí
ßóá ìÞêç þóôå ôï
êáñôåóéáíü åðßðåäï
íá åßíáé ÷ùñéóìÝíï
óå ôåôñÜãùíá.

Ç êëßìáêá åðéëÝãåôáé ìÝóù
ôçò åíôïëÞò �ÁëëáãÞ êëßìá-
êáò� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜ-
öçìá� (åéêüíá 1).

Ç åðéëïãÞ êáôÜëëçëçò êëßìáêáò åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ôçí ïðïßá åöáñìüæïõí óõíÞèùò ìç÷áíéêÜ ïé ìáèç-
ôÝò, üôáí ãéá ðáñÜäåéãìá èÝëïõí íá óõó÷åôßóïõí ÷ñüíï ìå ÷ñÞìáôá êáé ôá ÷ñçìáôéêÜ ðïóÜ áíÝñ÷ïíôáé
óå åêáôïììýñéá. Ôï ëïãéóìéêü äßíåé ôç äõíáôüôçôá óõíåéäçôÜ ðëÝïí ï ìáèçôÞò íá åðéëÝãåé ôçí êáôÜë-
ëçëç êëßìáêá þóôå íá ìðïñåß íá ìåôáöÝñåé ôéò ìåôñÞóåéò ôïõ óå Ýíá ÷þñï ôïí ïðïßï ìðïñåß íá åëÝã÷åé
êáëýôåñá.
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Ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ èá ðñÝðåé íá ïñßóïõìå óôï ëïãéóìéêü åßíáé ïé åîÞò:

− < <= 
 ≤ ≥

x
1010xe 0 x 24Y

0 x 0, x 24
     

− − < <′ = 
 ≤ ≥

x
10(10 x)e 0 x 24Y

0 x 0, x 24

ôéò ïðïßåò ìðïñïýìå íá åéóáãÜãïõìå óôï ëïãéóìéêü ìå ôçí åðéëïãÞ �ÍÝïò ôýðïò� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜ-
öçìá�  êáé äßíïíôáò áíôßóôïé÷á ôá ðáñáêÜôù äåäïìÝíá:

Y y= if x<=0 then 0 else if x<24 then 10xe^(-(x/10)) else 0

Y´ y= if x<=0 then 0 else if x<24 then (10-x)e^(-(x/10)) else 0

Åäþ, üðùò öáßíåôáé óôçí ïèüíç (åéêüíá 2), ôï êÝñäïò äåí áõîÜíåé óõíå÷þò.  Óôï óçìåßï x = 10, ç
ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ðáñáãþãïõ
ôÝìíåé ôïí x ´x, Üñá ìçäåíßæåôáé êáé óå
áõôü ôï óçìåßï Ý÷ïõìå ôï ìÝãéóôï y ãéá
ôç óõíÜñôçóç êÝñäïõò.

¼ôáí ç ðáñÜãùãïò åßíáé áñíç-
ôéêÞ, Ý÷åé äçëáäÞ ãñáöéêÞ ðáñÜ-
óôáóç êÜôù áðü ôïí Üîïíá x´x,
ôüôå ç óõíÜñôçóç åßíáé öèßíïõóá.

Áí ï äéäÜóêùí êñßíåé üôé åßíáé äõóíü-
çôç ç ÷ñÞóç ôùí åêöñÜóåùí ãéá óõ-
íáñôÞóåéò äéðëïý ôýðïõ, ìðïñåß íá õ-
ðïäåßîåé óôïõò ìáèçôÝò íá åðéëÝîïõí
êëßìáêá óôçí ïðïßá ôï x èá Ý÷åé åëÜ-
÷éóôç ôéìÞ 0 êáé ìÝãéóôç 24.

IV. Óôçí åñþôçóç 5, èá ðñÝðåé ïé ìáèçôÝò íá êáôáóêåõÜóïõí óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí ôéò ãñáöéêÝò
ðáñáóôÜóåéò ôçò óõíÜñôçóçò ãéá äýï ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ á, ð.÷. ãéá á = 10 êáé ãéá á=15.

Åßíáé öáíåñü üôé ç áýîçóç ôùí ñïìðüô áðü
10 óå 15 ïäçãåß óå áýîçóç ôùí êåñäþí.

Åäþ êáëü èá Þôáí ïé ìáèçôÝò íá êáôáóêåõÜ-
óïõí ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôçò óõíÜñôç-
óçò êáé ãéá Üëëåò ôéìÝò ôçò ðáñáìÝôñïõ á êáé
ôùí ðáñáãþãùí. Ìßá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç
ðïõ èá ìðïñïýóå íá ãßíåé åßíáé ôï ãåãïíüò üôé
ìðïñåß íá áõîÜíïíôáé ôá êÝñäç ôçò åðé÷åßñç-
óçò üôáí áõîÜíåôáé ï áñéèìüò ôùí ñïìðüô, áëëÜ
ãéá ôï ìÝãéóôï êÝñäïò áðáéôïýíôáé ðåñéóóüôå-
ñåò þñåò ëåéôïõñãßáò ôçò åðé÷åßñçóçò.

 

 

Åéêüíá 2.

Åéêüíá 3.
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H áðüóôáóç S åíüò ìåôåùñßôç áðü ôç Ãç äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç S(x) = 
1

x2 +2ln(x) + c, x > 0. üðïõ x ç

÷ñïíéêÞ óôéãìÞ êáôÜ ôçí ïðïßá ï ìåôåùñßôçò âñßóêåôáé óå áðüóôáóç S (ç ìÝôñçóç ôïõ x ãßíåôáé óå
ìÞíåò êáé ôïõ S óå åêáôïíôÜäåò åêáôïììýñéá ÷éëéüìåôñá) êáé c ìßá óôáèåñÜ ç ïðïßá ðáßñíåé ôéìÝò óôï
äéÜóôçìá [�2, 0].

Åñþôçóç 1ç (6 ìïíÜäåò)

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý áðáíôÞóôå óôá ðáñáêÜôù åñùôÞìáôá: Ðïéá åßíáé ç åëÜ÷éóôç áðüóôáóç
ôïõ ìåôåùñßôç áðü ôç Ãç êáé óå ðüóï ÷ñüíï èá öôÜóåé óå áõôÞí, áí c = 0. 

Åñþôçóç 2ç (8 ìïíÜäåò)

Ìðïñåßôå íá ðñïâëÝøåôå áí ï ìåôåùñßôçò èá ÷ôõðÞóåé ôç Ãç; Áðü ôé åîáñôÜôáé áõôü;

Åñþôçóç 3ç (6 ìïíÜäåò)

Áðïäåßîôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï ôçí ðñüâëåøÞ óáò.
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ÁðáíôÞóåéò óôï öýëëï áîéïëüãçóçò

Å1) Åäþ èá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò  y = x�2 + 2(logx)(loge)�1, x > 0 áöïý lnx =
logx

loge
.

Áðü ôï ó÷Þìá öáßíåôáé üôé ç åëÜ÷éóôç áðüóôáóç èá åßíáé 100.000.000 ÷éëéüìåôñá. Óôçí áðüóôáóç áõôÞ èá
öôÜóåé óå Ýíá ìÞíá.

Å2) Oé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ãéá ôéò äéÜöïñåò ôéìÝò ôïõ c õðïäåéêíýïõí üôé ï ìåôåùñßôçò èá ìðïñïýóå íá
÷ôõðÞóåé ôç Ãç, áí c ≤ �1.

Å3) Áí èåùñÞóïõìå ôç óõíÜñôçóç f(x) = 
1

x2 + 2lnx + c,  x >0, ôüôå ç óõíÜñôçóç áõôÞ èá åêöñÜæåé ôçí

áðüóôáóç ôïõ ìåôåùñßôç áðü ôç Ãç óå êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ x.

ÌåëåôÜìå ôï ðñüóçìï ôçò ðáñáãþãïõ: f ´(x) =
2

x 3  (x � 1) · (x + 1). Ãéá x > 0 êáé ìÝ÷ñé ôï 1, ç f åßíáé

ãíçóßùò öèßíïõóá, ðïõ óçìáßíåé üôé ï ìåôåùñßôçò ðëçóéÜæåé ôç Ãç, åíþ, ãéá x>1, ç f åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá,
ðïõ óçìáßíåé üôé áðïìáêñýíåôáé. Ç åëÜ÷éóôç áðüóôáóç ôïõ ìåôåùñßôç áðü ôç Ãç èá åßíáé åðïìÝíùò  f(x)
= 1 + c üôáí ôï x ðÜñåé ôçí ôéìÞ 1. Áõôü óçìáßíåé üôé, ìüíï áí c >T�1, äåí èá õðÜñîåé óýãêñïõóç áöïý
ìüíï ôüôå f(x) > 0.

Óå Ýíá ìÞíá ï ìåôåùñßôçò èá Ý÷åé öôÜóåé óôçí åëÜ÷éóôç áðüóôáóç áðü ôç Ãç 100.000.000 ÷éëéüìåôñá.
(Åäþ Ý÷ïõìå óéùðçñÜ õðïèÝóåé üôé ç áñ÷Þ ôçò ðáñáôÞñçóçò âñßóêåôáé ðïëý êïíôÜ óôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
x = 0, áöïý x ≠ 0.)


