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To êüóôïò âáöÞò

Ôï êüóôïò âáöÞò

Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò äñáóôçñéüôçôáò

Ôá êüóôïò âáöÞò åßíáé ìéá äñáóôçñéüôçôá ìÝóù ôçò ïðïßáò ïé ìáèçôÝò èá ìåëåôÞóïõí ôç óõììåôáâïëÞ äýï
áíôéóôñüöùò áíáëüãùí ðïóþí.

Óôïõò ìáèçôÝò èá äïèåß Ýíá ðñüâëçìá, ôï óåíÜñéï ôïõ ïðïßïõ ðñïâëÝðåé üôé ç áìïéâÞ ãéá ìéá åñãáóßá åëáéï-
÷ñùìáôéóìïý åíüò ÷þñïõ åßíáé ðñïêáèïñéóìÝíç. Áõôü óçìáßíåé üôé, áíåîÜñôçôá áðü ôïí áñéèìü x ôùí ùñþí
åñãáóßáò, ôï ãéíüìåíï x ⋅ y (y ç ùñéáßá áìïéâÞ) ðáñáìÝíåé óôáèåñü, åðïìÝíùò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ó÷Ýóçò

ðïõ ôá óõíäÝåé åßíáé Ýíáò êëÜäïò õðåñâïëÞò ìå áóýìðôùôåò ôïõò Üîïíåò x´x êáé y´y êáé åîßóùóç y =
á

x
. Ç

ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç êáé ï ðßíáêáò ôéìþí èá åðéôñÝøïõí óôïõò ìáèçôÝò íá ãíùñßóïõí äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò
áíáðáñÜóôáóçò ôùí éäéïôÞôùí ìéáò ðåñéôôÞò óõíÜñôçóçò.

Ôï ðñüâëçìá ðåñéïñßæåé ôç ìåëÝôç ôçò õðåñâïëÞò ìüíï óå èåôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï x, ïðüôå óôï ôÝëïò ïé ìáèçôÝò

èá êëçèïýí íá ìåëåôÞóïõí ôç óõíÜñôçóç y =
á

x
 ü÷é ðëÝïí ùò ôï ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ

ðñïâëÞìáôïò áëëÜ ùò óõíÜñôçóç.

¸íôáîç äñáóôçñéüôçôáò óôï áíáëõôéêü ðñüãñáììá

� ÔÜîç:  Á´ ËÕÊÅÉÏÕ.

� Ãíùóôéêü áíôéêåßìåíï:  ÓõíáñôÞóåéò.

� ÄéäáêôéêÞ åíüôçôá:  Ðáñ. 2.5 (ç óõíÜñôçóç f(x) =
1

x
).

Eñãáëåßá ëïãéóìéêïý:

Function probe.

Åêôéìþìåíïò ÷ñüíïò äéäáóêáëßáò

2 äéäáêôéêÝò þñåò.

Äéäáêôéêïß óôü÷ïé

1. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò üôé ôá áíôéóôñüöùò áíÜëïãá ðïóÜ äßíïõí ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ïé ïðïßåò åßíáé
õðåñâïëÝò ìå áóýìðôùôåò ôïõò Üîïíåò x´x êáé y´y.

2. Íá ðñïóåããßóïõí ôçí Ýííïéá ôçò ðåñéôôÞò óõíÜñôçóçò.

3. Íá áðïêôÞóïõí ìéá åéêüíá ôùí åííïéþí «ïñéæüíôéá áóýìðôùôç» êáé «êáôáêüñõöç áóýìðôùôç».



To êüóôïò âáöÞò

¼ôáí Ýíáò ôå÷íßôçò áíáëáìâÜíåé ìßá åñãáóßá, ôüôå õðÜñ÷ïõí äýï ôñüðïé áìïéâÞò ôïõ: íá ðëç-
ñùèåß ìå Ýíá ðïóü ãéá ôï óõíïëéêü êüóôïò ôçò åñãáóßáò ôïõ (áíåîÜñôçôá ôùí ùñþí ðïõ èá
åñãáóôåß) Þ íá ðëçñùèåß áíÜëïãá ìå ôéò þñåò åñãáóßáò ôïõ.

¸íáò ôå÷íßôçò ãéá ôç âáöÞ åíüò ÷þñïõ Á æçôÜ 500 åõñþ ãéá ôï óýíïëï ôçò åñãáóßáò ôïõ.
Ðñïôåßíïõí üìùò óôïí ôå÷íßôç êáé ìéá Üëëç åñãáóßá Â, ìå áìïéâÞ 2600 åõñþ, áëëÜ ï ôå÷íßôçò
ãíùñßæåé üôé ãéá ôç äåýôåñç åñãáóßá áðáéôïýíôáé ôüóåò þñåò åñãáóßáò, üóåò ôï ôåôñÜãùíï
ôùí ùñþí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôçí ðñþôç. Ðïéá áðü ôéò äýï åñãáóßåò èá ðñïôåßíáôå íá áíáëÜ-
âåé ï ôå÷íßôçò ìå äåäïìÝíï üôé äåí ìðïñåß íá áíáëÜâåé êáé ôéò äýï êáé üôé, üôáí èá ôåëåéþóåé
ôçí åñãáóßá ôïõ, èá áíáëáìâÜíåé áìÝóùò ìåôÜ üìïéåò åñãáóßåò;

1 Áí y åßíáé ç áìïéâÞ ôïõ ôå÷íßôç áíÜ þñá êáé x ïé áðáéôïýìåíåò þñåò, ðïéá ó÷Ýóç óõíäÝåé
ôá ðïóÜ x êáé y óôçí åñãáóßá Á êáé ðïéá óôçí åñãáóßá Â;

2 Êáëü èá åßíáé ôþñá, ðïõ Ý÷ïõìå åêöñÜóåé ìå ìáèçìáôéêÝò ó÷Ýóåéò ôïõò ôñüðïõò áìïéâÞò
ôïõ ôå÷íßôç ãéá ôéò åñãáóßåò Á êáé Â, íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ðñþôá ìå ôïí ðß-
íáêá ôéìþí. Áí ç ðñþôç óôÞëç ðåñéÝ÷åé ôéò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò x, ìå ôé ôéìÝò èá ãåìßóïõ-
ìå ôç óôÞëç áõôÞ; Óôç óõíÝ÷åéá, ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñþôçò óôÞëçò, èá ðñÝðåé íá óõìðëç-
ñþóïõìå ôéò óôÞëåò ãéá ôçí åñãáóßá Á êáé ôçí åñãáóßá Â.

3 Ðïéá óõìðåñÜóìáôá ìðïñïýìå íá âãÜëïõìå ðáñáôçñþíôáò ôéò ôñåéò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá
ôéìþí; ÕðÜñ÷åé êÜðïéá Ýíäåéîç ãéá ôï ðïéá åñãáóßá èá ðñÝðåé íá åðéëÝîåé;

4 Áò ìåëåôÞóïõìå ôþñá êáé ãñáöéêÜ ôéò äýï åñãáóßåò áðïóôÝëëïíôáò ôá æåýãç ôéìþí (x, y)
ãéá ôçí åñãáóßá Á êáé (x, z) ãéá ôçí åñãáóßá Â, óôïõò Üîïíåò ôïõ ðßíáêá �ÃñÜöçìá�, êáé
åíþíïíôáò ôá óçìåßá. Ìðïñåßôå íá áíáãíùñßóåôå ôçí ßäéá Ýíäåéîç, ãéá ôï ðïéá åñãáóßá
óõìöÝñåé, ðïõ åß÷áôå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åñþôçóç êáé óôç ãñáöéêÞ áðåéêüíéóç ôùí óç-
ìåßùí; ÔåëéêÜ, ðïéá áðü ôéò äýï åñãáóßåò óõìöÝñåé íá áíáëÜâåé ï ôå÷íßôçò;

5 Áò åîåôÜóïõìå ôþñá ôç ó÷Ýóç ãéá ôçí åñãáóßá Á áðü êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ Üðïøç. Áõôü èá
ìðïñïýóå íá ãßíåé áí óôç óôÞëç ôùí ôéìþí ôçò ìåôáâëçôÞò x óõìðëçñþóïõìå êáé ôéò áíôß-
èåôåò ôéìÝò ôùí Þäç õðáñ÷ïõóþí. Ðþò äéáìïñöþíïíôáé ôþñá ïé ôéìÝò óôç óôÞëç ôçò ìå-
ôáâëçôÞò y; Áí ôç ó÷Ýóç áõôÞ ôç èåùñïýóáìå ùò óõíÜñôçóç f(x), ðïéá åßíáé ç ó÷Ýóç ôçò
ìå ôçí f(�x);

6 Áí áðïóôåßëïõìå ôá íÝá æåýãç ðïõ äçìéïõñãÞèçêáí áðü ôéò áñíçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï x óôïõò
Üîïíåò, ðïéá ó÷Ýóç èá Ý÷ïõí ìå ôá Þäç õðÜñ÷ïíôá óçìåßá; Ðþò äéêáéïëïãåßôáé áõôÞ ç
ó÷Ýóç;

7 Ôï ëïãéóìéêü Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá êáôáóêåõÜóåé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò
f(x). Ðïéá åßíáé ç èÝóç ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ùò ðñïò ôïõò Üîïíåò; Áí êÜðïéïò õðï-
óôçñßîåé üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç èá êüøåé ôïõò äýï Üîïíåò óå óçìåßá ôá ïðïßá äå öáß-
íïíôáé óôçí ïèüíç, ôé èá ôïõ áðáíôïýóáôå;
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To êüóôïò âáöÞò

✔✔✔✔✔ Oäçãßåò  ã éá  ôïí  åêðáéäåõô éêü

Ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé íá ãíùñßæïõí üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò óõíÜñôçóçò åßíáé Ýíá óýíïëï óçìåßùí, ôùí
ïðïßùí ïé óõíôåôáãìÝíåò åðáëçèåýïõí ôç ó÷Ýóç y = f(x). Êáëü èá åßíáé íá åðéóçìáíèåß áðü ôï äéäÜóêïíôá üôé
ìÝ÷ñé óôéãìÞò äýï åßíáé ïé ìïñöÝò óõíáñôÞóåùí ôéò ïðïßåò Ý÷ïõí ìåëåôÞóåé ïé ìáèçôÝò: ç  y = áx + â (åõèåßá)
êáé ç  y = áx2 + âx + ã (ðáñáâïëÞ).

I. Ï äéäÜóêùí, óôçí áñ÷Þ ôçò äñáóôçñéüôçôáò, óõæçôÜ ìå ôïõò ìáèçôÝò ãéá ôïõò ôñüðïõò ðëçñùìÞò
åíüò ôå÷íßôç. Ïé äýï ôñüðïé åßíáé: á) ìå ôçí þñá, â) ìå áðïêïðÞ, äçëáäÞ ìå êáèïñéóìü ôçò óõíïëéêÞò
áìïéâÞò ãéá üëç ôçí åñãáóßá. Áêüìç, óõæçôÜ ãéá ôï ùñÜñéï åñãáóßáò åíüò ìÝóïõ åñãáæüìåíïõ. Áõôü
åßíáé óçìáíôéêü ãéá ôç óõíÝ÷åéá ôçò äñáóôçñéüôçôáò, áöïý ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé íá äéáêñßíïõí ðåñé-
ðôþóåéò ãéá ôéò þñåò åñãáóßáò åíüò ôå÷íßôç.

II. Óôçí åñþôçóç 1, ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé áñ÷éêÜ íá óçìåéþóïõí ôéò ó÷Ýóåéò y ⋅ x = 500 êáé y ⋅ x2 = 2600,

áðü ôéò ïðïßåò èá êáôáëÞîïõí óôéò y
x

=
500

 êáé y
x

=
2600

2
.

III. Óôçí åñþôçóç 2, êáôáñ÷Þí, èá ðñÝðåé íá ãßíåé äéáðñáãìÜôåõóç ãéá ôï ðëÞèïò êáé ôï åýñïò ôùí ôéìþí,
ìå äåäïìÝíï üôé ðñüêåéôáé ãéá þñåò åñãáóßáò.

Ç ðñþôç óôÞëç èá óõìðëçñùèåß ìå ôç âïÞèåéá ôçò åíôïëÞò �ÃÝìéóìá� áðü ôï ìåíïý �Ðßíáêáò�.

Ïé ìáèçôÝò ïíïìÜæïõí ôç ìå-
ôáâëçôÞ ôçò ðñþôçò óôÞëçò
x êáé ìå ôçí åíôïëÞ �ÃÝìéóìá�
áðü ôï ìåíïý �Ðßíáêáò� óõ-
ìðëçñþíïõí ôç óôÞëç (åéêü-
íá 1).

Ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç óôÞëç èá óõìðëçñùèïýí ìå ôç âïÞèåéá
ôùí ôýðùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí åñãáóßá Á êáé óôçí åñãáóßá
Â (åéêüíá 2).

 

Åéêüíá 1.

 

Åéêüíá 2.

þñåò      åõñþ/þñá       åõñþ/þñá



59

To êüóôïò âáöÞò

IV. Óôçí åñþôçóç 3, ïé ìáèçôÝò èá ðáñáôçñÞóïõí ôéò óôÞëåò ôïõ ðßíáêá ôéìþí êáé èá äéáðéóôþóïõí üôé:
áí ï ôå÷íßôçò åñãÜæåôáé ëéãüôåñï áðü 5,5 þñåò ôçí çìÝñá, èá ðñÝðåé íá ðñïôéìÞóåé ôçí åñãáóßá Â, áí
åñãÜæåôáé ðåñéóóüôåñï áðü 5,5 þñåò ôçí çìÝñá, ôüôå èá ðñÝðåé íá ðñïôéìÞóåé ôçí åñãáóßá Á.

Åäþ êáëü èá åßíáé íá ãßíåé óõæÞôçóç óôçí ôÜîç ãéá ôçí áíÜãêç íá ãßíåé áíáãùãÞ ôçò áìïéâÞò ôïõ
ôå÷íßôç ãéá êÜèå þñá åñãáóßáò, þóôå íá õðÜñ÷åé Ýíá êïéíü ìÝôñï óýãêñéóçò ôùí åñãáóéþí Á êáé Â.

V. Óôçí åñþôçóç 4, ïé ìáèçôÝò êáôáñ÷Þí èá åðéëÝîïõí, ìåôÜ áðü äéáðñáãìÜôåõóç, êáôÜëëçëç êëßìáêá.

Êáëü èá åßíáé, êáôÜ ôçí åðéëïãÞ ôçò êëßìá-
êáò, ôá äéáóôÞìáôá ðÜíù óôïõò äýï Üîïíåò
íá Ý÷ïõí ßóá ìÞêç þóôå ôï êáñôåóéáíü åðß-
ðåäï íá åßíáé ÷ùñéóìÝíï óå ôåôñÜãùíá.

Ç êëßìáêá åðéëÝãåôáé ìÝóù ôçò åíôïëÞò �ÁëëáãÞ
êëßìáêáò� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜöçìá� (åéêüíá 3).

Ç åðéëïãÞ êáôÜëëçëçò êëßìáêáò åßíáé ìéá äéáäéêáóßá ôçí ïðïßá åöáñìüæïõí óõíÞèùò ìç÷áíéêÜ ïé ìáèç-
ôÝò, üôáí ãéá ðáñÜäåéãìá èÝëïõí íá óõó÷åôßóïõí ÷ñüíï ìå ÷ñÞìáôá êáé ôá ÷ñçìáôéêÜ ðïóÜ áíÝñ÷ïíôáé
óå åêáôïììýñéá. Ôï ëïãéóìéêü äßíåé ôç äõíáôüôçôá óõíåéäçôÜ ðëÝïí ï ìáèçôÞò íá åðéëÝãåé ôçí êáôÜë-
ëçëç êëßìáêá þóôå íá ìðïñåß íá ìåôáöÝñåé ôéò ìåôñÞóåéò ôïõ óå Ýíá ÷þñï ôïí ïðïßï ìðïñåß íá åëÝã÷åé
êáëýôåñá.

Ðñéí óôåßëïõí ïé ìáèçôÝò ôá æåýãç ôéìþí
óôïõò Üîïíåò, êáëü èá åßíáé íá ïíïìÜóïõí
ôéò ìåôáâëçôÝò.

Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ãßíåôáé ìÝóù ôçò åíôï-
ëÞò �ÌåôáâëçôÝò� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜöç-
ìá� (åéêüíá 4).

Óôç óõíÝ÷åéá, èá áðïóôåßëïõí ôá óçìåßá áðü ôïí ðßíáêá ôéìþí óôï ãñÜöçìá ìÝóù ôçò åíôïëÞò �Óçìåßá
óå ãñÜöçìá� áðü ôï ìåíïý �ÁðïóôïëÞ�.

Óôç óõíÝ÷åéá, èá óõíäÝóïõí ôá óçìåßá ìÝóù ôçò åíôïëÞò �Óýíäåóç óçìåßùí� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜöç-
ìá�.

 

Åéêüíá 3.

 

Åéêüíá 4.
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Ïé äõï ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò åðéâåâáéþíïõí ôá óõìðåñÜóìáôá óôá ïðïßá åß÷áí öôÜóåé ïé ìáèçôÝò
ìÝóù ôçò ìåëÝôçò ôïõ ðßíáêá ôéìþí (åéêüíá 5).

Åéêüíá 5.

VI. Óôéò åñùôÞóåéò 5 êáé 6, ïé ìáèçôÝò ïõóéáóôéêÜ èá ìåëåôÞóïõí ôç óõíÜñôçóç y
x

=
500

 óôï óýíïëï

R�{0}. Êáôáñ÷Þí, ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé íá äéáðéóôþóïõí üôé, áí óõìðëçñþóïõí óôéò Þäç õðÜñ÷ïõóåò
èåôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï x êáé ôéò áíôßèåôÝò ôïõò, ôüôå èá ðñïêýøïõí óôïí ðßíáêá áíôßèåôåò ôéìÝò ãéá ôï y.

Áí ôþñá ôá óçìåßá áðïóôáëïýí óôï ãñÜöçìá, ôá íÝá óçìåßá èá åìöáíéóôïýí óõììåôñéêÜ ìå ôá Þäç
õðÜñ÷ïíôá (åéêüíá 6). Ïé ìáèçôÝò Ý÷ïõí ðëÝïí ôç äõíáôüôçôá íá äéáôõðþóïõí ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ôùí
ðåñéôôþí óõíáñôÞóåùí f(�x) = �f(x).

Åéêüíá 6.

VII. Óôçí åñþôçóç 7, ïé ìáèçôÝò èá êáèáñßóïõí ôï ÷þñï åñãáóßáò áðü ôá óçìåßá ôùí ðñïçãïõìÝíùí åñù-
ôçìÜôùí êáé ìÝóù ôçò åíôïëÞò �NÝïò ôýðïò� áðü ôï ìåíïý �ÃñÜöçìá� êáôáóêåõÜæïõí ôç ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y
x

=
500

.
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Ìå âÜóç ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç áëëÜ êáé ôçí éäéüôçôá ôùí êëáóìÜôùí íá åëáôôþíåôáé ç ôéìÞ ôïõò üóï
áõîÜíåôáé ï ðáñïíïìáóôÞò, ïé ìáèçôÝò èá ðñïóåããßóïõí ôçí Ýííïéá ôçò ïñéæüíôéáò áóýìðôùôçò ãéá
ôïí Üîïíá x´x. Ç éäéüôçôá íá áõîÜíåôáé ç ôéìÞ ôïõ êëÜóìáôïò (ìå èåôéêïýò üñïõò) üôáí åëáôôþíåôáé ï
ðáñïíïìáóôÞò, óå óõíäõáóìü ìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç, èá ïäçãÞóåé ôïõò ìáèçôÝò óôçí Ýííïéá ôçò
êáôáêüñõöçò áóýìðôùôçò ãéá ôïí Üîïíá y´y.

 

Åéêüíá 7.



To êüóôïò âáöÞò

Äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò f(x
x

) =
−
2

1
 êáé g x

x
( ) = −

2
1.

Åñþôçóç 1ç (7 ìïíÜäåò)

Íá êáôáóêåõÜóåôå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí ìå ôç âïÞèåéá
ôïõ ëïãéóìéêïý. Åßíáé ïé äýï óõíáñôÞóåéò ðåñéôôÝò; Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò ìå âÜóç ôéò
ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò.

Åñþôçóç 2ç (6 ìïíÜäåò)

¸÷ïõí áóýìðôùôåò ïé äýï ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò; ÌÝóù ôçò åíôïëÞò �ÁëëáãÞ êëßìáêáò�, íá åðéëÝîåôå
êáôÜëëçëç áðüóôáóç ðëÝãìáôïò ãéá ôï x êáé ôï y þóôå íá åßíáé åìöáíåßò ïé áóýìðôùôåò.

Åñþôçóç 3ç (7 ìïíÜäåò)

Ìå âÜóç ôçí áðÜíôçóÞ óáò óôçí åñþôçóç â), íá åîåôÜóåôå áí ç åîßóùóç 
2

1

2
1

x x−
= −  Ý÷åé ëýóç.
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ÁðáíôÞóåéò óôï öýëëï áîéïëüãçóçò

E1) Ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò äåí Ý÷ïõí êÝíôñï óõììåôñßáò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí, Üñá ïé óõíáñôÞóåéò äåí
åßíáé ðåñéôôÝò.

E2) Áí åðéëÝîïõìå áðüóôáóç ðëÝãìáôïò 1 Þ êÜðïéá õðïäéáßñåóç, ð.÷. 0,5, 0,2, ôüôå èá åßíáé ðñïöáíåßò ïé
áóýìðôùôåò ôùí ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí.

E3) Ïé áóýìðôùôåò ôçò ìéáò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò áóýìðôùôåò ôçò Üëëçò, Üñá ïé
ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò äåí ôÝìíïíôáé. Áõôü óçìáßíåé üôé ç åîßóùóç f(x) = g(x) äåí Ý÷åé ëýóç.


