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Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ

H ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ

Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò äñáóôçñéüôçôáò

Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ åßíáé Ýíá ðñüâëçìá ìÝóù ôïõ ïðïßïõ äßíåôáé ç åõêáéñßá óôïõò ìá-
èçôÝò íá êáôáóêåõÜóïõí Ýíá äåõôåñïâÜèìéï ôñéþíõìï ùò Ýíá ìáèçìáôéêü ìïíôÝëï åíüò ðñïâëÞìáôïò. Óôç
óõíÝ÷åéá, ðñïóðáèþíôáò íá ëýóïõí ôï ðñüâëçìá ôï ïðïßï ôïýò Ý÷åé ôåèåß, ìåëåôïýí ôéò éäéüôçôåò êáé ôç ãñá-
öéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ ôñéùíýìïõ, óõíäÝïõí ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò ðïóüôçôåò ôïõ ôñéùíýìïõ (ñßæåò, óýíïëï ôéìþí,
óçìåßï ìåôáâïëÞò ôçò ìïíïôïíßáò) ìå ôç ãåùìåôñéêÞ ôïõò áðåéêüíéóç (óçìåßá ôïìÞò ìå ôïí x´x, êïñõöÞ).

ÓõãêåêñéìÝíá, áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï Ý÷åé ìÞêïò á êáé ðëÜôïò â. Áí áõîÞóïõìå
ôï ìÞêïò êáôÜ x êáé óõã÷ñüíùò åëáôôþóïõìå ôï ðëÜôïò êáôÜ ôï ßäéï ðïóü, ôüôå ôï åìâáäüí ôïõ ìåôáâÜëëåôáé
êáé ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâïëÞò x äßíåôáé áðü ôïí ôýðï Å(x) = (á + x)(â − x). Ç óõíÜñôçóç f(x) = −x2 + (â −
á)x + áâ äßíåé ôï åìâáäüí ôïõ ïñèïãùíßïõ óáí óõíÜñôçóç ôçò ìåôáâïëÞò x, ç ìåëÝôç åðïìÝíùò ôçò óõíÜñôç-
óçò ìáò ðáñÝ÷åé ðëçñïöïñßåò ãéá ôïí ôñüðï ðïõ ìåôáâÜëëåôáé ôï åìâáäüí.

¸íôáîç äñáóôçñéüôçôáò óôï áíáëõôéêü ðñüãñáììá

� ÔÜîç: Á ́ËÕÊÅÉÏÕ.

� Ãíùóôéêü áíôéêåßìåíï: ÊåöÜëáéï 2: ÓõíáñôÞóåéò, ÊåöÜëáéï 4: Åîéóþóåéò − Áíéóþóåéò Â  ́âáèìïý.

� ÄéäáêôéêÞ åíüôçôá: Ðáñ. 2.5 êáé 4.4.

Eñãáëåßá ëïãéóìéêïý:

Function probe.

Åêôéìþìåíïò ÷ñüíïò äéäáóêáëßáò

2 äéäáêôéêÝò þñåò.

Äéäáêôéêïß óôü÷ïé

1. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò üôé ïé ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò ø = f(x), ðïõ åßíáé ðïëõþíõìá äåõôÝñïõ âáèìïý ùò ðñïò
x, Ý÷ïõí ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðáñáâïëÝò.

2. Íá êáôáíïÞóïõí ïé ìáèçôÝò ôç ãåùìåôñéêÞ óçìáóßá áëãåâñéêþí ÷áñáêôçñéóôéêþí ôïõ ôñéùíýìïõ, ð.÷. ñß-
æåò, ìÝãéóôï − åëÜ÷éóôï, ðñüóçìï ôïõ óõíôåëåóôÞ ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ ðáñÜãïíôá êôë.

3. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò íá åðéëýïõí êáé íá åñìçíåýïõí ãñáöéêÜ åîéóþóåéò, áíéóþóåéò êáé óõóôÞìáôá äåõôÝ-
ñïõ âáèìïý.

4. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò üôé ç ðáñáâïëÞ äéáèÝôåé Üîïíá óõììåôñßáò êáé üôé ôï ìÝãéóôï ìßáò ðáñáâïëÞò (êï-
ñõöÞ) ìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ ðñïêýðôåé ãéá ôçí ôéìÞ x = −â/2á. Eöüóïí õðÜñ÷ïõí ñßæåò, ôï ìÝãéóôï âñß-
óêåôáé óôï ìÝóïí ôïõ ôìÞìáôïò ðïõ ïñßæïõí ïé åéêüíåò ôïõò ðÜíù óôïí Üîïíá x´x.
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Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý÷ïõìå Ýíá ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï ìå ìÞêïò 3 ìÝôñá êáé ðëÜôïò 2
ìÝôñá. Ìáò èÝôïõí ôï ðáñáêÜôù åñþôçìá: «Áí åëáôôþóïõìå ôï ìÞêïò êáôÜ Ýíá ðïóü êáé áõ-
îÞóïõìå ôï ðëÜôïò êáôÜ ôï ßäéï ðïóü, ðþò ìåôáâÜëëåôáé ôï åìâáäüí ôïõ ïñèïãùíßïõ;».

Ìßá áõèüñìçôç áðÜíôçóç ðïõ äßíïõí áñêåôïß óå áõôü ôï åñþôçìá åßíáé üôé ôï åìâáäüí äå
ìåôáâÜëëåôáé. ÈÝëïõìå, ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý, íá åëÝãîïõìå áí åßíáé óùóôüò áõôüò ï
éó÷õñéóìüò.

1 Íá ïíïìÜóåôå ôï ðïóü ìåôáâïëÞò x. Áí åëáôôþóïõìå ôï ìÞêïò êáôÜ ôï ðïóü x êáé áõîÞ-
óïõìå ôï ðëÜôïò êáôÜ ôï ßäéï ðïóü, ðïéåò åßíáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ïñèïãùíßïõ;

Ðïéá ðïóÜ ôåëéêÜ ìåôáâÜëëïíôáé êáé ðïéá ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ;

2 Ðþò ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï óõììåôáâÜëëïíôáé ôá ðïóÜ;

Íá êáôáóêåõÜóåôå ðßíáêá ôéìþí, ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý, ãéá ôéò ðïóüôçôåò ïé ïðïßåò
ìåôáâÜëëïíôáé.

3 Ìå âÜóç ôïí ðßíáêá, íá êáôáóêåõÜóåôå ôï ãñÜöçìá ôùí óçìåßùí ìå ôåôìçìÝíç x êáé ôå-
ôáãìÝíç ôï åìâáäüí ôïõ ïñèïãùíßïõ.

4 ÈÝëïõìå íá âñïýìå ðïéá ìïñöÞ óõíÜñôçóçò Ý÷åé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ðïõ ðåñíÜ áðü üëá
ôá óçìåßá ôïõ ãñáöÞìáôïò.

ÊáôáóêåõÜóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò y = −x2 êáé óôç óõíÝ÷åéá, ìå ôç âïÞ-
èåéá ôïõ åñãáëåßïõ ìåôáöïñÜò ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí, ìåôáêéíÞóôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜ-
óôáóç ðñþôá êáôáêüñõöá êáé êáôüðéí ïñéæüíôéá, ãéá íá åöáñìüóåé üóï ôï äõíáôüí êáëý-
ôåñá ðÜíù óôá óçìåßá ôïõ áñ÷éêïý ãñáöÞìáôïò. Ï ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò áíáãñÜöåôáé
óôï ðÜíù ìÝñïò ôïõ ðßíáêá.

5 Íá åðéâåâáéþóåôå áëãåâñéêÜ ôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò ôïõ åìâáäïý ðïõ âñÞêáôå óôï ðñïç-
ãïýìåíï åñþôçìá.

6 Ôþñá ðëÝïí ãíùñßæåôå ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôç ìåôáâïëÞ x ôùí äéáóôÜóåùí ìå ôï åìâá-
äüí. Íá êáèáñßóåôå ôçí ïèüíç êáé íá êáôáóêåõÜóåôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôç-
óçò ðïõ Ý÷åôå ðñïóäéïñßóåé óôá ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá.

Ðïéá êëßìáêá ðéóôåýåôå üôé åßíáé êáôÜëëçëç ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá;

Ðïéï åßíáé ôï íüçìá ôùí áñíçôéêþí ôéìþí ãéá ôï x;

7 Ðþò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ðïõ ìðïñåß
íá ðÜñåé ôï åìâáäüí;

8 Íá õðïëïãßóåôå ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ìå ôïõò Üîïíåò. Ðïéá åßíáé ç
óçìáóßá ôùí óçìåßùí áõôþí ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá; Ðïéá åßíáé ç ó÷Ýóç ôùí äýï
áõôþí óçìåßùí ìå ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá;
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9 Óå Ýíá Üëëï ïñèïãþíéï, éäßùí äéáóôÜóåùí, åëáôôþíïõìå ìüíï ôï ìÞêïò êáôÜ ôï Þìéóõ
ôçò ìåôáâïëÞò ôùí äéáóôÜóåùí ôïõ áñ÷éêïý ïñèïãùíßïõ, äçëáäÞ êáôÜ x/2. Åßíáé äõíáôüí
ôï íÝï ïñèïãþíéï íá áðïêôÞóåé ôï ßäéï åìâáäüí ìå ôï áñ÷éêü ãéá êÜðïéá ôéìÞ ôïõ x; Ðþò
ìðïñïýìå íá áðáíôÞóïõìå óôï åñþôçìá áõôü ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý;

Íá åêöñÜóåôå ôï åìâáäüí Å´ ôïõ íÝïõ ïñèïãùíßïõ ùò óõíÜñôçóç ôïõ x êáé íá êÜíåôå ôç
ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ó÷Ýóçò óôï ßäéï óýóôçìá áîüíùí ìå ôçí ðñïçãïýìåíç.

10 ÈÝëïõìå íá âñïýìå ãéá ðïéá ôéìÞ ôïõ x ôá äýï åìâáäÜ åßíáé ßóá. Ðþò ìðïñåß íá ãßíåé
áõôü ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ëïãéóìéêïý êáé ôùí ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí;

Íá åðéâåâáéþóåôå áëãåâñéêÜ ôï áðïôÝëåóìá.

11 Ìå âÜóç ôéò äõï ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, íá âñåßôå ôéò ôéìÝò ôïõ x ãéá ôéò ïðïßåò ôï åìâá-
äüí ôïõ ðñþôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï åìâáäüí ôïõ äåõôÝñïõ ïñèïãù-
íßïõ.
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✔✔✔✔✔ Oäçãßåò  ã éá  ôïí  åêðáéäåõô éêü

Ï êáèçãçôÞò, êáôÜ ôçí Ýíáñîç ôçò äéäáóêáëßáò, äßíåé óôïõò ìáèçôÝò ôï öýëëï åñãáóßáò.

Åäþ èá ðñÝðåé íá õðïãñáììéóôåß üôé ïé ìáèçôÝò èá ðñÝðåé íá ãíùñßæïõí ôïõò ôýðïõò ôùí ñéæþí åíüò ôñéùíýìïõ,
ôç ìïíïôïíßá êáé ôïí ôýðï ðïõ ìáò äßíåé ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôçò êïñõöÞò ôïõ ôñéùíýìïõ.

I . Óôü÷ïò ôçò åñþôçóçò 1 åßíáé íá óõìâïëßóïõí ïé ìáèçôÝò ìå x ôï ðïóü ôï ïðïßï ìðïñåß íá ìåôáâÜë-
ëåôáé áõèáßñåôá. Ïé ìáèçôÝò ãñÜöïõí 3 − x ãéá ôï ìÞêïò êáé 2 + x ãéá ôï ðëÜôïò ôïõ ïñèïãùíßïõ êáé
áíáãíùñßæïõí üôé ôá ðïóÜ ðïõ ìåôáâÜëëïíôáé åßíáé ïé äéáóôÜóåéò êáé ôï åìâáäüí, åíþ ôï ðïóü ðïõ äå
ìåôáâÜëëåôáé åßíáé ç ðåñßìåôñïò.

II . Óôü÷ïò ôçò åñþôçóçò 2 åßíáé íá êáôáóêåõÜóïõí ïé ìáèçôÝò Ýíáí ðßíáêá ôéìþí, ï ïðïßïò íá ðåñéÝ÷åé
ôéìÝò ôùí ðïóïôÞôùí ïé ïðïßåò ìåôáâÜëëïíôáé. Ôüóï ôï ðëÞèïò ôùí ôéìþí üóï êáé ôï âÞìá óôçí êáôá-
óêåõÞ êëßìáêáò ìðïñåß íá áðïôåëÝóïõí áíôéêåßìåíá äéáðñáãìÜôåõóçò ãéá ôïõò ìáèçôÝò.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôçí ðñþôç óôÞëç êáôá÷ùñïýí 16 ôéìÝò ãéá ôï x, óôç äåýôåñç óôÞëç 16 ôéìÝò ãéá ôï
ìÞêïò, óôçí ôñßôç óôÞëç 16 ôéìÝò ãéá ôï ðëÜôïò êáé óôçí ôÝôáñôç óôÞëç 16 ôéìÝò ãéá ôï åìâáäüí ôïõ
ïñèïãùíßïõ ùò åîÞò:

ÅðéëÝãïõí ôçí ðñþôç óôÞëç ôïõ ðßíá-
êá êáé óå áõôÞí åíåñãïðïéïýí ôï ðñþ-
ôï êåëß. Áðü ôï ìåíïý �Ðßíáêáò� åðéëÝ-
ãïõí �ÃÝìéóìá� êáé óõìðëçñþíïõí ôïí
ðßíáêá ðïõ åìöáíßæåôáé (åéêüíá 1).

III . Óôü÷ïò ôçò åñþôçóçò 3 åßíáé íá ðáñáóôÞóïõí ïé
ìáèçôÝò ôá æåýãç ôïõ ðßíáêá (åéêüíá 2) ìå óçìåßá
ðÜíù óôïõò Üîïíåò.

Ìå ôçí åíôïëÞ �ÁðïóôïëÞ� óôÝëíïõìå ôá óç-
ìåßá (x, y) óôïõò Üîïíåò, ïðüôå åìöáíßæåôáé ç
åéêüíá 3.

 

Åéêüíá 1.

Åéêüíá 2.
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Åéêüíá 3.

IV. Ìå ôçí åñþôçóç 4, åðéäéþêïõìå ç äéÜôáîç  ôùí óçìåßùí óôï ãñÜöçìá íá ðáñáðÝìøåé ôïõò ìáèçôÝò óå
ðáñáâïëÞ ìå áñíçôéêü óõíôåëåóôÞ ôïõ äåõôåñïâÜèìéïõ ðáñÜãïíôá.

Ïé ìáèçôÝò èá êáôáóêåõÜóïõí ôç âáóéêÞ
ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò y = −x2 êáé èá
ôç ìåôáêéíÞóïõí ìå ôç âïÞèåéá ôïõ åñãá-
ëåßïõ ôçò ðáñÜëëçëçò ìåôáöïñÜò ìÝ÷ñé íá
ðñïóáñìïóôåß éêáíïðïéçôéêÜ ðÜíù óôá
óçìåßá ôïõ ãñáöÞìáôïò (åéêüíá 4).

V. Ç åñþôçóç 5 Ý÷åé óôü÷ï íá äéáðéóôþóïõí ïé ìáèçôÝò üôé ç áëãåâñéêÞ ðñïóÝããéóç åðéâåâáéþíåé ôá áðï-
ôåëÝóìáôá ôçò ðñïóÝããéóçò ìÝóù ôïõ ëïãéóìéêïý. Ôï åìâáäüí ôïõ ïñèïãùíßïõ äßíåôáé áðü ôçí Ýêöñá-
óç (3 − x)(2 + x), åðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç ôïõ åìâáäïý Å äßíåôáé áðü ôïí ôýðï Å(x) = −x2 + x + 6.

VI. Ç åñþôçóç 6 Ý÷åé óôü÷ï íá ÷åéñéóôïýí ïé ìáèçôÝò ôç óõíÜñôçóç y = −x2 + x + 6 ãéá ôéìÝò ôïõ x ìåôá-
îý �2 êáé 3. Ïé áñíçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôï x Ý÷ïõí ôçí Ýííïéá ôçò áýîçóçò ôïõ ìÞêïõò êáé ôçò ìåßùóçò ôïõ
ðëÜôïõò. Ç ìÝãéóôç ôéìÞ ãéá ôï y äåí åßíáé áêüìç ãíùóôÞ êáé ôï Üíù üñéï ìðïñåß íá èåùñçèåß ï áñéè-
ìüò 7.
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Åéêüíá 4.



21

Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ

 VII. Ç åñþôçóç 7 Ý÷åé óôü÷ï íá õðïäåßîåé óôïõò ìáèçôÝò ôç ÷ñÞóç ôçò óõììåôñßáò. Ïé ìáèçôÝò Ý÷ïõí ôç
äõíáôüôçôá íá åðéâåâáéþóïõí áëãåâñéêÜ ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôçò êïñõöÞò ôçò ðáñáâïëÞò, ôéò ïðïßåò
õðïëüãéóáí ìå ôï åñãáëåßï åýñåóçò óõíôåôáãìÝíùí.

Ç óõììåôñßá åßíáé éó÷õñÞ Ýíäåéîç ãéá ôçí ôéìÞ ôïõ
x ãéá ôçí ïðïßá ôï y ðáßñíåé ôç ìÝãéóôç ôéìÞ (åé-
êüíá 5).

Åäþ ï äéäÜóêùí èá ìðïñïýóå íá åðéâåâáéþóåé ôç óõì-
ìåôñßá êáé áëãåâñéêÜ ãéá ôéìÝò ôïõ x óõììåôñéêÝò ôïõ
1/2.

VIII. Ïé ìáèçôÝò, óôçí åñþôçóç 8, èá êÜíïõí ðÜëé ÷ñÞóç ôçò óõììåôñßáò. Ïé ôéìÝò ôïõ y ìçäåíßæïíôáé ãéá
x = −2 êáé x = 3. Åêåß ìçäåíßæåôáé ôï åìâáäüí êáé óôï ìÝóïí âñßóêåôáé ôï óçìåßï óôï ïðïßï ðáñïõóéÜ-
æåôáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ãéá ôï y.

 IX. Ç óõíÜñôçóç ôïõ íÝïõ åìâáäïý åßíáé Å ´(x) = −x + 6.

Êáé óôéò äýï åðüìåíåò åñùôÞóåéò, ïé ìáèçôÝò âñßóêïõí ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí äýï ãñáöéêþí ðáñáóôÜóå-
ùí êáé åðéëÝãïõí ôéìÝò ãéá ôï x ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôùí ôåôìçìÝíùí ôùí óçìåßùí ôïìÞò.

Ôá óçìåßá ôïìÞò Ý÷ïõí ðñïöáíåßò
óõíôåôáãìÝíåò, ïé ïðïßåò åðéâåâáéþ-
íïíôáé êáé áëãåâñéêÜ.

 

 ìåôáâïëÞ(m) 

å
ì

â
á

ä
ü

í
 (

m
2
) 

Åéêüíá 5.

 

Ø=-÷+6 
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Åéêüíá 6.



Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ

x(m) h(m)

0 0
0 .3 2.91
0 .6 5.64
0 .9 8.19
1 .2 10.56
1 .5 12.75
1 .8 14.76
2 .1 15.79
2 .4 18.24
2 .7 19.71
3 21.8
3 .3 22.11
3 .6 23.04
3 .9 23.79
4 .2 24.36
4 .5 24.75
4 .8 24.96
5 .1 24.99
5 .4 24.84
5 .7 24.51
6 2 4

Óôçí åéêüíá öáßíåôáé Ýíá ðáñáâïëéêü öñåÜôéï (ðçãÜäé), ôï ïðïßï Ý÷åé êáôáóêåõáóôåß ãéá ôéò áíÜãêåò êÜðïéùí
Ýñãùí. ÅðåéäÞ ìáò åíäéáöÝñåé ç áêñßâåéá ôçò êáôáóêåõÞò, Ý÷ïõìå ôïðïèåôÞóåé êáôÜ ìÞêïò ôïõ áíïßã-
ìáôïò  ÁÂ Ýíáí êõëéüìåíï ìéêñü ìåôñçôÞ áðïóôÜóåùí Ð, ï ïðïßïò êÜèå 30 åêáôïóôÜ ìåôñÜ ôï âÜèïò
ôïõ öñåáôßïõ êáé êáôáãñÜöåé ôéò ôéìÝò óå Ýíáí ðßíáêá. Ç ðñþôç óôÞëç ðåñéÝ÷åé ôéò ôéìÝò ôçò áðüóôáóçò
ÐÁ, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ìå x, åíþ ç äåýôåñç óôÞëç ðåñéÝ÷åé ôéò ôéìÝò ãéá ôï âÜèïò h ôïõ öñåáôßïõ.

Åñþôçóç 1ç (6 ìïíÜäåò)

Íá êáôáãñÜøåôå ôéò ôéìÝò óôïí ðßíáêá ôïõ Function Probe êáé óôç óõíÝ÷åéá óôïí ðßíáêá �ÃñÜöçìá�,
áöïý ðñþôá êáôáóêåõÜóåôå êáôÜëëçëç êëßìáêá. Áðü ôç äéÜôáîç ôùí óçìåßùí, íá âñåßôå ôá óçìåßá ôïõ
öñåáôßïõ óôá ïðïßá äåí õðÜñ÷åé áêñßâåéá óôçí êáôáóêåõÞ.

Åñþôçóç 2ç (8 ìïíÜäåò)

Íá âñåßôå ôï ìÝãéóôï âÜèïò ôïõ öñåáôßïõ, êáèþò êáé ôï Üíïéãìá ôïõ öñåáôßïõ, äçëáäÞ ôçí áðüóôáóç
ÁÂ.

Åñþôçóç 3ç (6 ìïíÜäåò)

Íá õðïëïãßóåôå ðüóï ðñÝðåé íá áõîçèåß Þ íá ìåéùèåß ôï âÜèïò ôïõ öñåáôßïõ óôá óçìåßá ôá ïðïßá äåí
õðÜñ÷åé áêñßâåéá óôçí êáôáóêåõÞ, þóôå íá áðïêáôáóôáèåß ç áêñßâåéá.

Åéêüíá 7.
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Ç ìåôáâïëÞ ôïõ åìâáäïý åíüò ïñèïãùíßïõ

ÁðáíôÞóåéò óôï öýëëï áîéïëüãçóçò

E1) Èá ðñÝðåé íá áîéïëïãçèïýí  ðïëý èåôéêÜ ïé ìáèçôÝò ïé ïðïßïé èá áëëÜîïõí ôá ðñüóçìá ôùí ìåôñÞóåùí
ôçò äåýôåñçò óôÞëçò þóôå ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç íá ðñïóïìïéÜæåé ìå ôï öñåÜôéï. Ôá óçìåßá óôá ïðïßá
ðáñïõóéÜæåôáé áíùìáëßá óôá ôïé÷þìáôá ôïõ öñåáôßïõ åßíáé ôá (2,1, 15,79) êáé (3, 21,8).

E2) Ç ðáñáâïëÞ ðïõ ðåñíÜ áðü üëá ôá óçìåßá åßíáé ç y = x2 − 10x. Ôï ìÝãéóôï âÜèïò ôïõ öñåáôßïõ åßíáé 25
ìÝôñá êáé ôï ÜíïéãìÜ ôïõ 10 ìÝôñá.

E3) Ôï óçìåßï ìå ôåôìçìÝíç 2,1 Ý÷åé ôåôáãìÝíç �16,59, Üñá ôï áñ÷éêü âÜèïò èá ðñÝðåé íá áõîçèåß êáôÜ 0,8
ìÝôñá. Ôï óçìåßï ìå ôåôìçìÝíç 3 Ý÷åé ôåôáãìÝíç �21, Üñá ôï áñ÷éêü âÜèïò èá ðñÝðåé íá áõîçèåß êáôÜ
0,8 ìÝôñá.
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ÌåëÝôç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = áx2 + âx + ã

ÌåëÝôç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = áx2 + âx + ã

Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ ôçò äñáóôçñéüôçôáò

Ç ìåëÝôç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = áx2 + â + ã åßíáé ìéá äñáóôçñéüôçôá ìÝóù ôçò ïðïßáò ïé ìáèçôÝò èá ìåëåôÞ-
óïõí ôç âáóéêÞ éäéüôçôá ìéáò Üñôéáò óõíÜñôçóçò, ôçò y = áx2 (ï Üîïíáò y´y åßíáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò ãñá-
öéêÞò ðáñÜóôáóçò). Óôç óõíÝ÷åéá, èá ìåëåôÞóïõí ôç ìïíïôïíßá ôçò êáé èá ðñïóåããßóïõí ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôá-
óç êáé ôç ìïíïôïíßá ôçò ãåíéêÞò ìïñöÞò ôïõ ôñéùíýìïõ y = áx2 + âx + ã ìÝóù ôçò ìåôáöïñÜò ôçò y = áx2.

ÔÝëïò, ïé ìáèçôÝò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõí ôá óõìðåñÜóìáôÜ ôïõò ãéá ôç ìåëÝôç ìéáò êáôáêüñõöçò, ðñïò ôá åðÜ-
íù, âïëÞò.

¸íôáîç äñáóôçñéüôçôáò óôï áíáëõôéêü ðñüãñáììá

� ÔÜîç:  Á´ ËÕÊÅÉÏÕ: Êåö. 4: Åîéóþóåéò − Áíéóþóåéò  äåõôÝñïõ âáèìïý.

� Ãíùóôéêü áíôéêåßìåíï: Êåö. 2:  ÓõíáñôÞóåéò.

� ÄéäáêôéêÞ åíüôçôá: Ðáñ. 2.5: Ç óõíÜñôçóç f(x) = x2.

Ðáñ. 4.4: Ç óõíÜñôçóç f(x) = áx2 + âx + ã.

Eñãáëåßá ëïãéóìéêïý:

Function probe.

Åêôéìþìåíïò ÷ñüíïò äéäáóêáëßáò

2 äéäáêôéêÝò þñåò.

Äéäáêôéêïß óôü÷ïé

1. Íá óõíäÝóïõí ïé ìáèçôÝò ôçí Ýííïéá ôçò Üñôéáò óõíÜñôçóçò ìå Ýíá ãñÜöçìá ôï ïðïßï äéáèÝôåé Üîïíá
óõììåôñßáò ôïí y´y.

2. Íá äéáðéóôþóïõí ïé ìáèçôÝò ôç ìïíïôïíßá ìßáò óõíÜñôçóçò ìÝóá áðü Ýíáí ðßíáêá ôéìþí, êáèþò êáé ìÝóá
áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç.

3. Íá ìÜèïõí ïé ìáèçôÝò üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò y = áx2 + âx + ã ðñïêýðôåé áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜ-
óôáóç ôçò y = áx2 ìå ðáñÜëëçëç ìåôáôüðéóç, öÝñíïíôÜò ôçí ðñþôá óôç ìïñöÞ y = á(x − ê)2 + ë.

4. Íá ìåëåôïýí Ýíá öõóéêü öáéíüìåíï üôáí áõôü ðåñéãñÜöåôáé ìÝóù ìéáò äåõôåñïâÜèìéáò ó÷Ýóçò.



ÌåëÝôç ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = áx2 + âx + ã

¼ôáí Ýíáò ðáßêôçò ôïõ ìðÜóêåô åðé÷åéñåß óïõô, ôüôå ç ôñï÷éÜ ôçò ìðÜëáò åßíáé ðåñßðïõ ç áêü-
ëïõèç:

ÊÜèå óþìá, ôï ïðïßï åêôïîåýåôáé ðëÜãéá ìå êÜðïéá äýíáìç, Ý÷åé áðïäåé÷èåß áðü ôï Ãáëéëáßï
üôé åêôåëåß ìéá ôÝôïéá ôñï÷éÜ, ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé ðáñáâïëéêÞ. Ç áðëïýóôåñç åîßóùóç ìéáò
ðáñáâïëéêÞò ôñï÷éÜò åßíáé ç y = áx2.

ÈÝëïõìå íá ìåëåôÞóïõìå ôéò ìáèçìáôéêÝò éäéüôçôåò ôçò ôñï÷éÜò áõôÞò.

1 Ðþò ìðïñåß íá ãßíåé áõôü ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðßíáêá ôéìþí ôïõ Function Probe; (Íá åðéëÝ-
îåôå ìéá óõãêåêñéìÝíç åîßóùóç, ð.÷. y = −5x2.)

2 Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôéò ôéìÝò ôçò y üôáí ôï x ðáßñíåé áíôßèåôåò ôéìÝò; Ìßá óõíÜñôçóç ìå
áõôÞ ôçí éäéüôçôá ëÝãåôáé Üñôéá. Ðïéá ó÷Ýóç óõíäÝåé ôá f(−x) êáé f(x) óå ìéá Üñôéá óõíÜñ-
ôçóç;

3 Ïé ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò x óõíå÷þò áõîÜíïíôáé. Óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé ìå ôéò ôéìÝò ôçò ìå-
ôáâëçôÞò y; Íá ðåñéãñÜøåôå ôç ìåôáâïëÞ ôïõò.

4 ÁõôÜ ôá ïðïßá äéáðéóôþóáôå ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðßíáêá ôéìþí íá ôá åðáëçèåýóåôå êáé ìÝóù
ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò y = áx2 óôïí ðßíáêá �ÃñÜöçìá� ôïõ Function Probe.

5 ÁõôÜ ôá ïðïßá äéáðéóôþóáìå áöïñïýí ôá óõãêåêñéìÝíá óçìåßá ôïõ ðßíáêá ôéìþí. Éó÷ýïõí
Üñáãå ãéá üëá ôá óçìåßá ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò; Íá áðïêüøåôå óçìåßá áðü ôç ãñáöé-
êÞ ðáñÜóôáóç êáé íá ôá ìåôáöÝñåôå óôïí ðßíáêá. Ôé ðáñáôçñåßôå;

6 Ìéá ðáñáâïëÞ äåí Ý÷åé ðÜíôá êïñõöÞ ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí. Íá ìåôáöÝñåôå ôçí áñ÷éêÞ
ðáñáâïëÞ ðáñÜëëçëá ðñïò ôïõò Üîïíåò. Ðïéá ìïñöÞ Ý÷åé ôþñá ç åîßóùóÞ ôçò;

7 Åßíáé ç íÝá ðáñáâïëÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç Üñôéáò óõíÜñôçóçò; Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí á-
ðÜíôçóÞ óáò áðü ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç, áëëÜ êáé áðü ôçí åîßóùóÞ ôçò.

8 Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôçò ìåôáâëçôÞò x ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíçóßùò áýîïõóá êáé ãéá ðïéåò ãíç-
óßùò öèßíïõóá; Ðïéåò åßíáé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôçò êïñõöÞò ôçò; Ðþò ó÷åôßæïíôáé ïé óõíôå-
ôáãìÝíåò áõôÝò ìå ôç ìåôáêßíçóç ôçò áñ÷éêÞò ðáñáâïëÞò;
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