Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί
Βιβλίο Καθηγητή

1. Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί στο επίπεδο

1.1. Τι είναι οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί

Συχνά στην καθομιλουμένη οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί περιγράφονται ως διαδικασίες οι οποίες, όταν εφαρμοστούν σε ένα γεωμετρικό σχήμα, μπορούν να αλλάξουν τη θέση του στο επίπεδο ή/και μερικές από τις ιδιότητές του. Πίσω όμως από αυτή τη συνηθισμένη έκφραση –...διαδικασίες που όταν εφαρμοστούν...– μπορεί κανείς να εννοήσει απεικονίσεις των σημείων ενός αρχικού σχήματος σε ένα δεύτερο. Παρά την πλούσια βιβλιογραφία που αναφέρεται στους μετασχηματισμούς (για παράδειγμα, ο Felix Klein, το 1872, επαναπροσδιόρισε στο πρόγραμμα Erlangen τη Γεωμετρία ως μελέτη των ιδιοτήτων που αφήνονται αμετάβλητες κάτω από μια ομάδα μετασχηματισμών), εμείς ενδιαφερόμαστε για μια κατηγορία μετασχηματισμών που περιλαμβάνει μερικούς από τους λεγόμενους «ευκλείδειους» μετασχηματισμούς. Στο πρόγραμμά μας, για λόγους συμβατότητας με το τρέχον πρόγραμμα σπουδών των Μαθηματικών του λυκείου, περιλάβαμε μετασχηματισμούς που είναι δυνατόν να ενταχθούν σε μια διδασκαλία ως εναλλακτικός τρόπος προσέγγισης των διδασκόμενων αντικειμένων. Έτσι, λοιπόν, αναφέρονται οι μετασχηματισμοί: ανάκλαση (συμμετρία) ως προς σημείο και ευθεία, μεταφορά κατά διάνυσμα, στροφή ως προς σημείο κατά γωνία, διαστολή - συστολή, γραμμικοί και μη γραμμικοί μετασχηματισμοί.
Επίσης προσπαθήσαμε να καταστήσουμε εμφανές ότι κάθε μετασχηματισμός δεν είναι τίποτα περισσότερο από μια απεικόνιση σημείων του επιπέδου σε σημεία του επιπέδου. Ένας γεωμετρικός μετασχηματισμός έχει την ιδιότητα να απεικονίζει ένα σημείο Α(χ,ψ) του επιπέδου σε ένα σημείο Α΄(χ΄,ψ΄) του ίδιου επιπέδου. Σχηματικά ο μετασχηματισμός εκφράζεται ως εξής:


Οι μετασχηματισμοί που περιλαμβάνονται στο πρόγραμμά μας είναι οι εξής: 

· Συμμετρία (ανάκλαση) ως προς κέντρο

Αν Α(χ,ψ) το αρχικό σημείο και Ο(α,β) το κέντρο συμμετρίας, τότε η εικόνα Α΄(χ΄, ψ΄) του Α θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 

[image: image1.emf]


χ΄=2α-χ και ψ΄=2β-ψ

· Συμμετρία (ανάκλαση) ως προς ευθεία (ε)

Αν Α(χ,ψ) το αρχικό σημείο και ψ=αχ+β η εξίσωση της ευθείας ανάκλασης, τότε η εικόνα Α΄(χ΄,ψ΄) του Α θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 

[image: image2.emf]
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· Παράλληλη μεταφορά (μετατόπιση) κατά διάνυσμα 
Αν Α(χ,ψ) το αρχικό σημείο και 
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 το διάνυσμα μεταφοράς, τότε η εικόνα Α΄(χ΄,ψ΄) του Α θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 
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χ΄=χ+α και ψ΄=ψ+β

· Στροφή κατά γωνία φ γύρω από ένα σημείο 

Αν Μ(χ,ψ) το αρχικό σημείο και θ η γωνία περιστροφής του γύρω από το κέντρο Ο, τότε η εικόνα Μ΄(χ΄,ψ΄) του Μ θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 
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χ΄=χσυνθ-ψημθ και ψ΄=χημθ+ψσυνθ

· Διαστολή – συστολή (μεγέθυνση – σμίκρυνση) σχήματος 

Αν Μ(χ,ψ) το αρχικό σημείο και ο λόγος διαστολής από το κέντρο Ο, τότε η εικόνα Μ΄(χ΄,ψ΄) του Μ θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 
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χ΄=λχ και ψ΄=λψ
· Γραμμικοί μετασχηματισμοί 

Αν Μ(χ,ψ) το αρχικό σημείο και α, β, γ, δ οι παράμετροι μετασχηματισμού (τα στοιχεία του 2x2 πίνακα μετασχηματισμού), τότε η εικόνα Μ΄(χ΄,ψ΄) του Μ θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 
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χ΄=αχ+βψ και ψ΄=γχ+δψ
· Μη γραμμικοί μετασχηματισμοί 

Αν Μ(χ,ψ) το αρχικό σημείο και α, β, γ, ν οι παράμετροι που ορίζουν τις συναρτήσεις μετασχηματισμού (εδώ έχουμε ένα παράδειγμα), τότε η εικόνα Μ΄(χ΄,ψ΄) του Μ θα έχει συντεταγμένες που ορίζονται ως εξής: 
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χ΄=αχν+β και ψ΄=γψ
1.2. Οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί ως μέρος του προγράμματος σπουδών των Μαθηματικών
Στο πρόγραμμα σπουδών των Μαθηματικών της πρωτοβάθμιας και δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί περιλαμβάνονται με διάφορους τρόπους:
· Οι συμμετρίες ως προς σημείο και ως προς άξονα διδάσκονται και στο δημοτικό και στο γυμνάσιο και στο λύκειο. 

· Οι μετασχηματισμοί γεωμετρικών σχημάτων, ώστε να διατηρούνται τα μήκη, οι γωνίες, οι λόγοι των πλευρών ή τα εμβαδά τους, είναι επίσης εμφανείς σε διάφορα σημεία του προγράμματος. 

· Η μετατόπιση της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης y=f(x) παράλληλα ως προς τον άξονα χχ΄ ή ψψ΄ εκφράζεται με τη βοήθεια των σχέσεων: y=f(x+c), y=f(x-c), y=f(x)+c και y=f(x)-c και χρησιμοποιείται για την παραγωγή των γραφικών τους παραστάσεων από την αρχική. 

· Σε ό,τι αφορά την εξέταση των ιδιοτήτων της αντίστροφης συνάρτησης y=f-1(x), χρησιμοποιείται επίσης η ανάκλαση της y=f(x) ως προς τη διχοτόμο της γωνίας χΟψ. 

· Στους μιγαδικούς αριθμούς οι μαθητές συχνά διαπραγματεύονται την εύρεση του γεωμετρικού τόπου, ο οποίος προκύπτει από ένα μετασχηματισμό (γραμμικό ή μη) των σημείων μιας καμπύλης (π.χ. ευθείας ή κωνικής τομής). 
Τα παραπάνω παραδείγματα δηλώνουν ότι μια συστηματική «ανακεφαλαίωση» των γεωμετρικών μετασχηματισμών θα δώσει τη δυνατότητα στους μαθητές των τελευταίων τάξεων του λυκείου να αναστοχαστούν ιδέες και διαδικασίες των Μαθηματικών που διδάχθηκαν υπό το πρίσμα των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Ωστόσο, δεν εννοούμε ότι αυτό θα πρέπει να διεξαχθεί σε ένα ξεχωριστό κεφάλαιο στο πρόγραμμα σπουδών και μάλιστα με τον παραδοσιακό τρόπο. Θέλουμε να δώσουμε στους μαθητές τη δυνατότητα να προσεγγίσουν τους γραμμικούς μετασχηματισμούς με τη βοήθεια της υπολογιστικής τεχνολογίας στο πλαίσιο των καθημερινών τους μαθημάτων. Όμως, μια τέτοια προοπτική, εκτός από την προτεινόμενη διδακτική διαδικασία, θα πρέπει να συνοδεύεται και από μερικές ακόμα παραμέτρους, όπως την επιστημολογία των μετασχηματισμών και το ρόλο των εργαλείων και των ανθρώπων που εμπλέκονται στη μαθησιακή και τη διδακτική πράξη. 

1.3. Μια επιστημονική προσέγγιση
 των γεωμετρικών μετασχηματισμών

Στην ουσία οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί, όπως αναφέρθηκε παραπάνω, είναι η μελέτη των συναρτήσεων που απεικονίζουν σημεία του επιπέδου στο επίπεδο. Η μελέτη τους επικεντρώνεται στο ποιες από τις ιδιότητες των σχημάτων του επιπέδου, που υφίστανται ένα μετασχηματισμό, μεταβάλλονται και ποιες διατηρούνται. Σύμφωνα με το ποιες ιδιότητες των σχημάτων διατηρούνται (ή μεταβάλλονται) χαρακτηρίζονται και οι ομάδες μετασχηματισμών. Οι βασικές ομάδες μετασχηματισμών που ενδιαφέρουν το συγκεκριμένο πρόγραμμα είναι οι ευκλείδειοι μετασχηματισμοί, οι μετασχηματισμοί ομοιότητας και οι αφφινικοί (affine) μετασχηματισμοί. Οι προβολικοί μετασχηματισμοί, καθώς και οι μετασχηματισμοί που διατηρούν το εμβαδόν, δεν περιλαμβάνονται στο πρόγραμμά μας, καθώς ξεφεύγουν από τους στοχούς του. Στην παρακάτω εικόνα παρουσιάζεται μια οργάνωση των βασικών ομάδων των μετασχηματισμών που εμφανίζονται κυρίως στη βιβλιογραφία και μερικοί από αυτούς στο πρόγραμμα σπουδών των Μαθηματικών των δύο βαθμίδων εκπαίδευσης. 
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Εικόνα 1: Η παραπάνω κατηγοριοποίηση των γεωμετρικών μετασχηματισμών περιέχεται στο άρθρο του L. Edwards (1992), «A Logo Microworld For Transformation Geometry», in C. Hoyles and R. Noss (eds) Learning Mathematics and Logo, MIT Press.
· Οι ευκλείδειοι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί

Ως ευκλείδειοι μετασχηματισμοί χαρακτηρίζονται οι μετασχηματισμοί της παράλληλης μεταφοράς (μετατόπισης), στροφής και ανάκλασης. Οι ευκλείδειοι μετασχηματισμοί διατηρούν το μήκος και το μέτρο της γωνίας, με συνέπεια να μην μεταβάλλεται η μορφή ενός γεωμετρικού αντικειμένου. Αλλάζουν μόνο η θέση και ο προσανατολισμός των αντικειμένων. 
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Εικόνα 2: Η στροφή του πολυγώνου κατά γωνία 122ο περί της αρχής των αξόνων διατηρεί αμετάβλητες τις γωνίες και τα μήκη των πλευρών του. Αυτό σημαίνει ότι δεν μεταβάλλει τη μορφή του.

· Οι μετασχηματισμοί ομοιότητας

Είναι οι μετασχηματισμοί που δεν μεταβάλλουν τη γωνία και το λόγο των ευθύγραμμων τμημάτων. Πρόκειται για τους πιο γενικούς μετασχηματισμούς, οι οποίοι διατηρούν τη μορφή του σχήματος, καθώς δεν μεταβάλλονται τα μέτρα των γωνιών τους. Τέτοιοι είναι οι λεγόμενοι μετασχηματισμοί διαστολής - συστολής ή, αλλιώς, μεγέθυνσης - σμίκρυνσης.
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Εικόνα 3: Στο μετασχηματισμό ομοιοθεσίας διατηρείται το μέτρο των γωνιών, ενώ οι πλευρές των δύο σχημάτων έχουν σταθερό λόγο.

· Οι αφφινικοί (affine) μετασχηματισμοί

Οι αφφινικοί μετασχηματισμοί αποτελούν κατά κάποιο λόγο γενικεύσεις των ευκλείδειων μετασχηματισμών, υπό τους οποίους οι μεν ευθείες μετασχηματίζονται σε ευθείες, οι δε κύκλοι μετασχηματίζονται σε ελλείψεις. Δηλαδή, ενώ ένας αφφινικός μετασχηματισμός διατηρεί τις αναλογίες των γραμμών, δεν διατηρεί απαραιτήτως και τις γωνίες ή τα μήκη. Επίσης, δεδομένου ότι στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων τα αντικείμενα εκφράζονται με εξισώσεις, οι αφφινικοί μετασχηματισμοί δεν μεταβάλλουν το βαθμό των πολυωνυμικών εξισώσεων με τις οποίες εκφράζονται τα αντικείμενα.

Για παράδειγμα, αν το σημείο Α(χ,ψ) μετασχηματίζεται στο σημείο Α΄(χ΄,ψ΄) με τη βοήθεια των εξισώσεων χ=2χ΄+ψ΄ και ψ=χ΄+ψ΄, τότε η εξίσωση του μοναδιαίου κύκλου 
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, η οποία είναι επίσης δευτέρου βαθμού και αναπαριστά μία έλλειψη. 
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Εικόνα 4: Ο κύκλος με ακτίνα 3 μονάδες έχει μετασχηματιστεί σε μια έλλειψη, σύμφωνα με τον αφφινικό μετασχηματισμό χ΄=χ-ψ και ψ΄=-χ+2ψ. Στον ίδιο μετασχηματισμό οι δύο κάθετες διάμετροι του κύκλου ΒΓ και ΕΖ μετασχηματίζονται σε δύο μη κάθετες διαμέτρους της έλλειψης Β΄Γ΄ και Ε΄Ζ΄. Συνεπώς, η γωνία δεν διατηρείται. Στο ίδιο σχήμα η χορδή ΚΛ, η οποία είναι παράλληλη στη διάμετρο, μετασχηματίζεται στη χορδή Κ΄Λ΄ της έλλειψης, που είναι επίσης παράλληλη στην αντίστοιχη εικόνα της διαμέτρου. Συνεπώς, η παραλληλία διατηρείται.

· Οι γραμμικοί και μη μετασχηματισμοί 

Όπως έγινε φανερό από τα προηγούμενα παραδείγματα, οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί μπορούν να εκφραστούν με τη βοήθεια εξισώσεων. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχουν οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί που απεικονίζουν σημεία Α(χ,ψ) του επιπέδου σε σημεία Α΄(χ΄,ψ΄) του ίδιου επιπέδου και οι οποίοι εκφράζονται με ένα σύστημα από δύο παραμετρικές εξισώσεις της μορφής:
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Από αυτούς συμπεριλάβαμε στο πρόγραμμα τους μετασχηματισμούς που εκφράζονται με ένα γραμμικό σύστημα (συναρτήσεις πρώτου βαθμού), όπως:
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Επίσης, μετασχηματισμούς που εκφράζονται με μη γραμμικά συστήματα, όπως:
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Ειδική περίπτωση αποτελούν οι λεγόμενοι γραμμικοί μετασχηματισμοί που εκφράζονται με τις εξισώσεις:
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Επειδή οι γραμμικοί μετασχηματισμοί αποτελούν ένα ιδιαίτερο κεφάλαιο της Άλγεβρας, θεωρούμε σκόπιμο να τους εξετάσουμε στο πλαίσιο των γεωμετρικών μετασχηματισμών.

· Η συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων είναι γραμμικός μετασχηματισμός

Αν Α΄(χ΄,ψ΄) το συμμετρικό του σημείου Α(χ,ψ) ως προς την αρχή των αξόνων, τότε οι εξισώσεις θα είναι χ΄=-χ και ψ΄=-ψ. Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό, αφού χ΄=-χ+0ψ και ψ΄=0χ+(-ψ).

Στο μετασχηματισμό αυτό διατηρούνται τα μήκη των ευθύγραμμων τμημάτων, καθώς, αν Β(χ1,ψ1) και Γ(χ2,ψ2) τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος και Β΄(χ1΄,ψ1΄) και Γ΄(χ2΄,ψ2΄) οι εικόνες τους, τότε ισχύει (ΒΓ)=(Β΄Γ΄). Επιπλέον διατηρείται η παραλληλία των ευθειών, καθώς, αν ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ΑΒ είναι (ψ2-ψ1)/(χ2-χ1), τότε ο συντελεστής της Α΄Β΄ θα είναι επίσης (-ψ2+ψ1)/(-χ2+χ1) ή (ψ2-ψ1)/(χ2-χ1). Εφόσον, λοιπόν, διατηρείται η παραλληλία, διατηρείται και το μέτρο των γωνιών. 
· Η συμμετρία ως προς σημείο Κ(α,β) δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός

Αν Α΄(χ΄,ψ΄) το συμμετρικό του σημείου Α(χ,ψ) ως προς σημείο Κ(α,β), τότε οι εξισώσεις θα είναι χ΄=-χ+2α και ψ΄=-ψ+2β. Οι εξισώσεις αυτές δεν είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός, καθώς χ΄=-χ+2α και ψ΄=-ψ+2β.

Στο μετασχηματισμό αυτό διατηρείται το μήκος, όπως και η παραλληλία, αφού, αν Β(χ1,ψ1) και Γ(χ2,ψ2) τα άκρα ενός ευθύγραμμου τμήματος ΒΓ και Β΄(χ1΄,ψ1΄) και Γ΄(χ2΄,ψ2΄) οι εικόνες τους, τότε οι συντελεστές τους θα είναι (ψ2-ψ1)/(χ2-χ1) και (-ψ2+2β+ψ1-2β)/(-χ2+2α+χ1-2α)=(ψ2-ψ1)/(χ2-χ1). Συνεπώς πρόκειται για έναν ευκλείδιο μετασχηματισμό, αφού διατηρείται το μήκος και η παραλληλία, ενώ, σε ό,τι αφορά το αντικείμενο, αλλάζει η θέση και ο προσανατολισμός του.
· Η συμμετρία ως προς άξονα το χχ΄ ή τον ψψ΄ ή την ευθεία ψ=χ είναι γραμμικός μετασχηματισμός

Αν Α΄(χ΄,ψ΄) το συμμετρικό του σημείου Α(χ,ψ) ως προς τον άξονα χχ΄, τότε οι εξισώσεις θα είναι χ΄=χ και ψ΄=-ψ. Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό, αφού χ΄=χ+0ψ και ψ΄=0χ+(-ψ).
Αντίστοιχα, οι εξισώσεις μετασχηματισμού του Α(χ,ψ) στο Α΄(χ΄,ψ΄) ως προς τον άξονα ψψ΄ θα είναι χ΄=-χ και ψ΄=ψ. Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό, αφού χ΄=-χ+0ψ και ψ΄=0χ+ψ.
Επίσης οι εξισώσεις μετασχηματισμού του Α(χ,ψ) στο Α΄(χ΄,ψ΄) ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ θα είναι χ΄=ψ και ψ΄=χ. Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό, αφού χ΄=0χ+ψ και ψ΄=χ+0ψ.
Στους παραπάνω μετασχηματισμούς διατηρούνται τα μήκη και η παραλληλία. 

· Η στροφή ως προς κέντρο το Ο και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός
Αν Α΄(χ΄,ψ΄) η εικόνα του σημείου Α(χ,ψ) στο μετασχηματισμό στροφής ως προς κέντρο το Ο(0,0) και γωνία θ, τότε οι εξισώσεις θα είναι χ΄=χσυνθ-ψημθ και ψ΄=χημθ+ψσυνθ.
Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό με τον οποίο διατηρείται το μήκος των ευθύγραμμων τμημάτων, όχι όμως και η παραλληλία. 

· Η ομοιοθεσία είναι γραμμικός μετασχηματισμός

Αν Α΄(χ΄,ψ΄) η εικόνα του σημείου Α(χ,ψ) στο μετασχηματισμό ομοιοθεσίας ως προς κέντρο το σημείο Ο(0,0) και λόγο λ, τότε οι εξισώσεις θα είναι χ΄=λχ και ψ΄=λψ. 

Οι εξισώσεις αυτές ορίζουν ένα γραμμικό μετασχηματισμό με τον οποίο δεν διατηρείται το μήκος των ευθύγραμμων τμημάτων, όμως διατηρείται το μέγεθος της γωνίας και η παραλληλία. 

· Η παράλληλη μεταφορά είναι ένας μετασχηματισμός γραμμικού συστήματος, αλλά μη γραμμικός μετασχηματισμός

Αν 
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 το διάνυσμα μετατόπισης, τότε ισχύει ο εξής μετασχηματισμός: 

χ΄=χ+α και ψ΄= ψ+β
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Εικόνα 5: Οι συντεταγμένες των δύο σημείων συνδέονται με τη σχέση χ΄=χ+α και ψ΄=ψ+β.

Ο μετασχηματισμός αυτός δεν είναι γραμμικός. Ωστόσο διατηρείται το μήκος, η γωνία και η παραλληλία. Τους μετασχηματισμούς εκείνους, όπως τον τελευταίο, που δεν έχουν τις ιδιότητες του γραμμικού μετασχηματισμού, θα τους ονομάζουμε μη γραμμικούς μετασχηματισμούς. 
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Εικόνα 6: Στο μη γραμμικό μετασχηματισμό χ΄=1χ2+1 και ψ΄=ψ τα σημεία της παραβολής ψ=0.5χ2 απεικονίζονται στα σημεία της ημιευθείας ψ΄=0,5χ-0,5, χ>1. Στο μετασχηματισμό αυτό δεν διατηρείται κάποιο από τα χαρακτηριστικά της παραβολής, ενώ το πολυώνυμο που την περιγράφει μεταβάλλει το βαθμό του.

Στις παρακάτω ιστοσελίδες ο αναγνώστης θα συναντήσει μια κατηγοριοποίηση των μετασχηματισμών, καθώς και άλλες σχετικές πληροφορίες:
· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση στο δικτυακό κόμβο του μαθηματικού τμήματος του Πανεπιστημίου Τέξας Α&Μ είναι: http://distance-ed.math.tamu.edu/Math640/chapter4/node2.html
· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση του «Γραμμικού μετασχηματισμού» στο δικτυακό κόμβο της ελεύθερης εγκυκλοπαίδειας Wikipedia είναι: http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_transformation
· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση στο δικτυακό κόμβο της εταιρείας International Education Software είναι: http://www.ies.co.jp/math/java/misc/don_trans/don_trans.html
· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση eNLVM στο δικτυακό κόμβο του Πανεπιστημίου Γιούτα Στέιτ είναι: http://enlvm.usu.edu/ma/nav/toc.jsp?sid=emready&cid=transformations&bb=none 

· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση του λογισμικού TransformJ του Erik Meijering είναι: http://www.imagescience.org/meijering/software/transformj/index.html  

· Τον 6/2008 η ηλεκτρονική διεύθυνση του «Αφφινικού μετασχηματισμού» στο δικτυακό κόμβο της ελεύθερης εγκυκλοπαίδειας Wikipedia είναι: http://en.wikipedia.org/wiki/Affine_transformation 

Για τις ανάγκες του έργου μας υιοθετούμε μια κατηγοριοποίηση των γεωμετρικών μετασχηματισμών στους οποίους η διάκριση αφορά το σύστημα με το οποίο προσδιορίζεται κάθε μετασχηματισμός. Χωρίζονται, λοιπόν, σε μετασχηματισμούς γραμμικού συστήματος (π.χ. χ΄=αχ+βψ+γ, ψ΄=κχ+λψ+μ) και σε μετασχηματισμούς μη γραμμικού συστήματος (π.χ. χ΄=αχ2+βψ+γ, ψ΄=κχ+λψ2+μ). Η διάκριση αυτή επιτρέπει στους μαθητές να συμπεριλάβουν στις δύο αυτές κατηγορίες ένα μεγάλο μέρος μετασχηματισμών, ανεξάρτητα από τη χρήση πινάκων ή διανυσμάτων, και να ορίσουν μέσα σε κάθε κατηγορία επιμέρους κατηγορίες με βάση κάποια ιδιότητα των μετασχηματισμών, όπως η διάκριση που κάναμε παραπάνω, εξετάζοντας σε καθεμία κατηγορία τι διατηρείται και τι όχι. 
1.4.  Μια γνωστική προσέγγιση των γεωμετρικών μετασχηματισμών

Όπως είναι φανερό, η ένταξη των γεωμετρικών μετασχηματισμών στο πρόγραμμα σπουδών, έστω και με ένα χαλαρό τρόπο, απαιτεί από τους μαθητές να χρησιμοποιούν δύο διαφορετικές γλώσσες για την περιγραφή τους. Είναι δηλαδή απαραίτητη η χρήση εννοιών και διαδικασιών από δύο διαφορετικά γνωστικά πεδία: τη Γεωμετρία και την Άλγεβρα, τα οποία προφανώς περιγράφονται με την ανάλογη κάθε πεδίου γλώσσα.
· Η χρήση της γεωμετρικής γλώσσας είναι αναγκαία για την περιγραφή των αντικειμένων του επιπέδου, όπως σημεία, ευθύγραμμα τμήματα, γωνίες, στροφή, γεωμετρικοί μετασχηματισμοί κ.τ.λ. Η χρήση τους απαιτεί κατά κανόνα ένα συνθετικό τρόπο σκέψης.

· Η χρήση της αλγεβρικής γλώσσας είναι αναγκαία για την περιγραφή των εξισώσεων μετασχηματισμού, των απεικονίσεων και των συναρτήσεων, και αντιστοιχεί σε έναν αναλυτικό τρόπο σκέψης. 

Φυσικά, κατά τη μελέτη των γεωμετρικών μετασχηματισμών, οι δύο αυτές γλώσσες συνυπάρχουν και είναι ανταλλάξιμες με ένα συμπληρωματικό και ταυτόχρονα εποικοδομητικό τρόπο. Ένας μαθητής μπορεί να αξιοποιήσει τις έννοιες που εκφράζονται μέσω των γεωμετρικών μετασχηματισμών στο γεωμετρικό επίπεδο, προκειμένου να διαπραγματευτεί γεωμετρικούς μετασχηματισμούς με αλγεβρικό τρόπο και αντίστροφα. Για παράδειγμα, μπορεί να διαπραγματευτεί ένα μετασχηματισμό των σημείων Α(χ,ψ) ενός γεωμετρικού αντικειμένου, με τη χρήση των αλγεβρικών εξισώσεων χ΄=αχ+βψ, ψ΄=γχ+δψ, και να προσδιορίσει τις εξισώσεις των εικόνων τους, οπότε θα μπορεί να περιγράψει τη μορφή του σχήματος-εικόνας όχι μόνο γεωμετρικά, αλλά και με αλγεβρικό τρόπο. Συνεπώς, οι δύο προσεγγίσεις είναι συμπληρωματικές και συνυπάρχουν με κάποιο τρόπο στους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.
Η συνύπαρξη των δύο προσεγγίσεων –γεωμετρική και αλγεβρική– θέτει ένα ακόμα ερώτημα σχετικά με την καταλληλότερη γλώσσα για την έναρξη της διαπραγμάτευσης των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Όπως διατυπώνουν διάφοροι ερευνητές και παιδαγωγοί, είναι καλύτερα η διαπραγμάτευση να αρχίζει στο γεωμετρικό-καρτεσιανό πλαίσιο και να επικουρείται με το αλγεβρικό. Αν και δεν φαίνεται να υπάρχει μια σαφής απάντηση στο ερώτημα, η έναρξη από το γεωμετρικό-καρτεσιανό πεδίο προσφέρει ένα πλούσιο διαισθητικό περιβάλλον δράσης. Ιδιαίτερα η χρήση εκπαιδευτικών λογισμικών Δυναμικής Γεωμετρίας (π.χ. Cabri Geometry II Plus), προσομοιώσεων (π.χ. Modellus) ή συνδυασμού δυναμικού χειρισμού και προγραμματισμού (π.χ. Αβάκιο), καθιστά την έναρξη από το γεωμετρικό πεδίο σχεδόν αυτονόητη.
Μία ακόμη πλευρά, την οποία προσφέρουν οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί, είναι η διαπραγμάτευση των συναρτήσεων. Οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί, αν και οι ίδιοι αποτελούν διαδικασίες-συναρτήσεις, μπορούν να αποτελέσουν ένα θαυμάσιο περιβάλλον για τη μελέτη τους. Υπάρχει μια σειρά λόγων οι οποίοι καθιστούν τη μάθηση των συναρτήσεων πιο αποτελεσματική, όταν η διαπραγμάτευση αυτών γίνεται σε υπολογιστικό περιβάλλον, όπου εμπλέκονται και οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί.
· Οι Schwarz, B. B. - Hershkowitz, R., στο άρθρο τους «Prototypes: Brakes or levers in learning the function concept. The role of computer tools» (Journal for Research in Mathematics Education, 30, 369-391, 1999), συζητούν σχετικά με το ρόλο που διαδραματίζουν τα πρωτότυπα παραδείγματα στη συγκρότηση της έννοιας της συνάρτησης. Μάλιστα στην έρευνά τους διαπίστωσαν ότι σε πολλές περιπτώσεις οι έννοιες των μαθητών βασίζονταν μόνο στα πρωτότυπα παραδείγματα. Επίσης, ότι πολλές από τις κρίσεις των μαθητών για την ίδια την έννοια προέκυπταν από τα χαρακτηριστικά του πρωτότυπου παραδείγματος. Δηλαδή, οι ατομικές ιδιότητες των πρωτότυπων παραδειγμάτων είναι αυτές που μεταφέρονται ως ιδιότητες της έννοιας. Αρκετοί ερευνητές έχουν διαπιστώσει ότι οι γραμμικές και τετραγωνικές συναρτήσεις θεωρούνται από τους μαθητές πρωτότυπα παραδείγματα συναρτήσεων. Οι γραμμικές συναρτήσεις έχουν γενικές ιδιότητες που αφορούν όλες τις συναρτήσεις, καθώς και ατομικές ιδιότητες που όμως εμπλέκονται στο σχηματισμό εννοιών όλων των συναρτήσεων. Στις γενικές ιδιότητες ανήκει το γεγονός ότι οποιαδήποτε ευθεία παράλληλη στον ψψ΄ άξονα τέμνει τη γραφική της παράσταση σε ένα, το πολύ, σημείο. Επομένως, δεν υπάρχει τιμή της ανεξάρτητης μεταβλητής χ που να απεικονίζεται σε δύο τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής ψ. 
Από την άλλη, στις ατομικές ιδιότητες περιλαμβάνονται τα εξής: (α) η γραφική παράσταση είναι ευθεία, (β) η γραφική της παράσταση μπορεί να καθοριστεί από δύο σημεία, (γ) ο ρυθμός μεταβολής των τιμών της είναι σταθερός και (δ) νέες τιμές της συνάρτησης μπορούν να προκύψουν από παρεμβολές ανάμεσα σε υπάρχουσες τιμές ή από λογικές προεκτάσεις αυτών. Σε ό,τι αφορά την τετραγωνική συνάρτηση, στις γενικές ιδιότητες ανήκει το γεγονός ότι δεν τέμνει τον άξονα ψψ΄ σε περισσότερα από ένα σημεία, ενώ στις ατομικές ιδιότητες περιλαμβάνεται το γεγονός ότι η μορφή της είναι μια παραβολή, καθώς και ότι έχει θετικές τιμές για α>0 και Δ<0, έχει κάθετο άξονα συμμετρίας και, τέλος, έχει ένα μέγιστο ή ελάχιστο. Οι ίδιοι συγγραφείς εξετάζουν τον τρόπο με τον οποίο οι μαθητές, βασιζόμενοι στα πρωτότυπα παραδείγματα και στις ιδιότητές τους, μπορούν να κατασκευάσουν τις γραφικές παραστάσεις νέων συναρτήσεων. Για παράδειγμα, οι μαθητές που εργάστηκαν σε ένα υπολογιστικό περιβάλλον, για να κατασκευάσουν τη γραφική παράσταση της ψ=-2χ3, χρησιμοποίησαν ως πρωτότυπο τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ψ=χ3. 
· Οι Rina Zazkis, Peter Liljedahl, Karen Gadowsky, στο άρθρο τους «Conceptions of function translation: obstacles, intuitions, and rerouting» (Journal of Mathematical Behavior, 22, 437–450, 2003), ασχολούνται με μία άλλη πλευρά της μάθησης των συναρτήσεων· τα εμπόδια και τις διαισθήσεις που παρεμβαίνουν κατά το μετασχηματισμό των συναρτήσεων. Εξετάζουν τις δυσκολίες των μαθητών όταν καλούνται να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση συνάρτησης, βασιζόμενοι στους μετασχηματισμούς οριζόντιας ή κατακόρυφης παράλληλης μεταφοράς ή της διαστολής-συστολής της πρωτότυπης συνάρτησης, χρησιμοποιώντας τους τύπους ψ=f(χ), ψ=f(χ-α), ψ=f(χ+α) κ.τ.λ. 

· Οι Borba και Confrey, στο άρθρο τους «A students’ construction of transformations of functions in a multirepresentational environ​ment» (Educational Studies in Mathematics, 31(3), 319–337, 1996), παρουσίασαν μία λεπτομερή μελέτη πάνω στην περίπτωση ενός δεκαεξάχρονου μαθητή ο οποίος εργάζεται στους μετασχηματισμούς των συναρτήσεων σε ένα πολλαπλών αναπαραστάσεων υπολογιστικό περιβάλλον. Η μελέτη τους ανέδειξε ως «προβληματική» την προσπάθεια του μαθητή να ερμηνεύσει τις κατακόρυφες και τις οριζόντιες μετατοπίσεις, τις ανακλάσεις γύρω από τις κάθετες και οριζόντιες γραμμές, καθώς και τα κάθετα και οριζόντια τεντώματα (διαστολές - συστολές) των συναρτήσεων, από την άποψη της αναγνώρισης των ιδιοτήτων τους, οι οποίες είτε μεταβάλλονται είτε παραμένουν σταθερές.

Τα παραπάνω συνηγορούν στην άποψη ότι τα πρωτότυπα των συναρτήσεων, για παράδειγμα η ευθεία ψ=χ και η παραβολή ψ=χ2, μπορούν να λειτουργήσουν εποικοδομητικά στη μάθηση των συναρτήσεων, αν εντάσσονται σε ένα ευρύτερο περιβάλλον μετασχηματισμών το οποίο εστιάζει στη διαπραγμάτευση του τι μεταβάλλεται και τι όχι σε ένα σχήμα που κατασκευάζεται σε ένα υπολογιστικό περιβάλλον. Ακόμα, όταν οι λειτουργίες του περιβάλλοντος επιτρέπουν στους μαθητές να εμπλακούν βαθύτερα με τις διαδικασίες των μετασχηματισμών (για παράδειγμα, είτε κατασκευάζοντας οι ίδιοι από την αρχή ανάλογες διαδικασίες, είτε επεκτείνοντας τις υπάρχουσες, είτε χρησιμοποιώντας ένα γεωμετρικό περιβάλλον δυναμικού χειρισμού), οι έννοιες των συναρτήσεων και των βασικών τους ιδιοτήτων μπορούν να κατακτηθούν από μια κατασκευαστική προοπτική. Όπως διατυπώνουν και οι Dreyfus, Hillel και Sierpinska στο άρθρο τους «Teaching and Learning Linear Algebra with Cabri. Research Forum paper» (The Proceedings of PME 23, Haifa University, Israel, 1999, Volume 1, 119–134), τέτοιες εκτιμήσεις προτείνουν ότι μια συγκεκριμένη γεωμετρική-καρτεσιανή, αλλά «ελεύθερη
» είσοδος στη Γραμμική Άλγεβρα, μπορεί να βοηθήσει τους μαθητές να αναπτύξουν την αναλυτική τους σκέψη για τις στοιχειώδεις έννοιες της Γραμμικής Άλγεβρας.

1.5. Υπολογιστές και γεωμετρικοί μετασχηματισμοί

Η ένταξη των υπολογιστών στη διαδικασία της διδασκαλίας και της μάθησης παρέχει στους μαθητές και τους εκπαιδευτικούς εργαλεία με τα οποία μπορούν να αναπαραστήσουν φαινόμενα μετασχηματισμών που σε διαφορετική περίπτωση θα ήταν αδύνατα. Έτσι, το ενδιαφέρον της εκπαιδευτικής κοινότητας σχετικά με τους νέους κόσμους και τις νέες δυνατότητες, που φαίνεται να χαράσσουν τα υπολογιστικά εργαλεία, εστιάζει σε τρία επίπεδα αλληλεπίδρασης:
	Τα επίπεδα και το είδος αλληλεπίδρασης κατά τη χρήση των υπολογιστικών εργαλείων στη μάθηση και τη διδασκαλία

	Υπολογιστικά εργαλεία & Γνώση
	Τι είδους αλληλεπίδραση αναπτύσσεται μεταξύ των υπολογιστικών εργαλείων και της γνώσης.

	Υπολογιστικά εργαλεία & Γνώση & Μαθητής
	Ποια είναι τα επίπεδα αλληλεπίδρασης μεταξύ της γνώσης, του εργαλείου και του μαθητή.

	Υπολογιστικά εργαλεία & Γνώση & Μαθητής & Εκπαιδευτικός
	Πώς και σε ποιο βαθμό ενσωματώνονται τα εργαλεία στο πρόγραμμα σπουδών και στην τάξη.


Πίνακας 1: Τα επίπεδα αλληλεπίδρασης μεταξύ εργαλείων, γνώσης και ανθρώπων, όπως εξετάζεται στο άρθρο των Gutierrez A., Laborde C., Noss R., Rakov S. (1999), «Tools and Technologies» in Schwank I. (ed) Proceedings of the First Conference of the European Society for Research in Mathematics Education, Vol. I.
Οι παιδαγωγοί εστιάζουν σε μεγάλο βαθμό την προσοχή τους στον τρόπο με τον οποίο τα υπολογιστικά εργαλεία μεσολαβούν τη γνώση και το πώς αυτή η διαδικασία της μεσολάβησης αλλάζει πραγματικά την ίδια τη φύση της γνώσης και τη χρήση της. Για παράδειγμα, όπως πολλές φορές διατυπώνεται στη σχετική βιβλιογραφία για την εκπαίδευση των μαθηματικών, η κατασκευή της γνώσης από τον ίδιο το μαθητή συνδέεται στενά με τη χρήση των εργαλείων και επομένως έχει ατομικά χαρακτηριστικά, ενώ η κοινωνικοποίηση και η εφαρμογή της σε κοινές εργασίες είναι που την καθιστούν έγκυρη. Έτσι, η χρήση της τεχνολογίας αναδεικνύει τη μαθηματική γνώση περισσότερο ως ένα χρήσιμο μέσο για την κατασκευή μοντέλων, παρά ως μια αυτοτελή αξιωματικά θεμελιωμένη θεωρία γνώσης. Η φύση της απόδειξης, εξαιτίας της παρουσίας της υπολογιστικής τεχνολογίας, φαίνεται να αλλάζει και να μην απαιτείται τόσο πολύ η εσωτερική δομή των Μαθηματικών (ο αναγνώστης μπορεί να ενημερωθεί για τη βιβλιογραφία που αφορά την απόδειξη στα μαθηματικά, από το «Διεθνές ενημερωτικό έντυπο για τη διδασκαλία και την εκμάθηση των μαθηματικών αποδείξεων», στην ηλεκτρονική διεύθυνση: http://www.lettredelapreuve.it).
Μία ακόμα αλλαγή στη γνώση, που προέρχεται από τη μεσολάβηση των υπολογιστικών εργαλείων, συνδέεται με τη συμπεριφορά των ίδιων των αντικειμένων της μάθησης. Ένα πολύ καλό παράδειγμα δίνεται από τη συμπεριφορά των σημείων σε ένα δυναμικό περιβάλλον Γεωμετρίας. Σε ένα στατικό περιβάλλον, όπως είναι το χαρτί με το μολύβι, δεν υπάρχει κανένας λόγος να εξεταστεί η συμπεριφορά των γεωμετρικών σχημάτων όταν κινούνται μερικά βασικά στοιχεία τους, αφού δεν υπάρχει καμιά τέτοια δυνατότητα. Όμως, αν αυτά εξετάζονται στο περιβάλλον της Δυναμικής Γεωμετρίας, είναι φυσικό ο μαθητής-χρήστης να αναρωτηθεί για την τροχιά ενός συγκεκριμένου σημείου ενός ευθύγραμμου τμήματος, όταν σύρεται κάποιο από τα άκρα του. Το γεγονός αυτό τον οδηγεί να μελετήσει τη συμπεριφορά ενός σημείου και να διατυπώσει προτάσεις για το αποτέλεσμα της συμπεριφοράς αυτής. 
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Εικόνα 7: Η κίνηση του σημείου Α προκαλεί την κίνηση στο σημείο Μ. Οι τροχιές των δύο σημείων φαίνεται να υπόκεινται σε ένα μετασχηματισμό που δεν μπορεί να μελετηθεί τόσο εύκολα στο χαρτί με το μολύβι.

Ένα επίσης σημαντικό μέρος της βιβλιογραφίας, που αναπτύχθηκε γύρω από τη χρήση των υπολογιστικών εργαλείων στη μάθηση και τη διδασκαλία, αφορά την αλληλεπίδραση μεταξύ εργαλείων, γνώσης και μαθητή. Πολλές φορές έχουν διατυπωθεί προτάσεις όπως:
· Τα εργαλεία ενθαρρύνουν τη μάθηση. 

· Η χρήση των υπολογιστικών εργαλείων βελτιώνουν τη μάθηση (των Μαθηματικών) με τη δημιουργία ενός πλαισίου που δίνει στους μαθητές την αίσθηση στη μαθηματική δραστηριότητα.

· Η χρήση των εργαλείων διευκολύνει την εμφάνιση της νέας γνώσης στο περιβάλλον και εξουσιοδοτεί τους μαθητές να πειραματιστούν με αυτή και να τη διατυπώσουν με λεκτικούς και μη όρους.

· Τα εργαλεία διευκολύνουν την ανάπτυξη στρατηγικών επίλυσης προβλημάτων, αφού ενημερώνουν άμεσα τους μαθητές-χρήστες για τα αποτελέσματα των ενεργειών τους. 

· Τα εργαλεία μπορούν να θεωρηθούν ως μια πηγή γνωστικής διαταραχής και «σύγκρουσης», η οποία μπορεί να οδηγήσει σε γνωστική πρόοδο.

Τέλος, η συζήτηση σχετικά με την αλληλεπίδραση μεταξύ των εργαλείων, της γνώσης, των μαθητών και του εκπαιδευτικού φέρνει στο προσκήνιο τη χρήση αυτών στη σχολική τάξη και την ένταξή τους στο πρόγραμμα σπουδών.
Ένα από τα βασικά ζητήματα που αναπτύχθηκαν τα τελευταία χρόνια αφορά το σχεδιασμό εργαλείων που απαιτούνται για τη σχολική τάξη, για τη δημιουργία κατάλληλων δραστηριοτήτων, καθώς και για το είδος των προβλημάτων και των ερωτημάτων που πρέπει να τίθενται στο πλαίσιο αυτό.
1. Σε αρκετές περιπτώσεις οι παιδαγωγοί αντιμετώπισαν τα εργαλεία ως κατάλληλα μέσα για να κατασκευάσουν οι μαθητές γνώσεις που παραδοσιακά βρίσκονται σε υψηλότερο γνωστικό επίπεδο από αυτό που κατέχουν.
2. Ακόμα συνειδητοποίησαν ότι τα ερωτήματα-προβλήματα που μπορούν να τίθενται σε τέτοια υπολογιστικά περιβάλλοντα μπορεί να είναι πρόσφορα για την αξιοποίηση των εργαλείων, με τρόπο που να ασκούν μια γοητεία στους μαθητές-χρήστες. Ερωτήματα, όπως «τι θα συμβεί αν...», παραπέμπουν τους μαθητές-χρήστες να χρησιμοποιήσουν τα υπολογιστικά εργαλεία για να κάνουν δοκιμές και πειράματα και, έτσι, να δημιουργούν εικασίες, να διατυπώνουν υποθέσεις και συμπεράσματα και γενικότερα να αναπτύσσουν την αίσθηση ότι με τη βοήθεια των εργαλείων κάνουν Μαθηματικά.
3. Η χρήση των εργαλείων για διδακτικούς σκοπούς αποτελεί μία άλλη πτυχή τους. Οι δυνατότητες των εργαλείων να επιστρέφουν άμεσα στην οθόνη του υπολογιστή τα αποτελέσματα από τις ενέργειες των μαθητών, απενοχοποιούν τα πιθανά λάθη, τις λανθασμένες εκτιμήσεις ή τις παρανοήσεις, με αποτέλεσμα ο ίδιος να τροποποιεί και να διορθώνει αβίαστα τις ενέργειές του. Με άλλα λόγια, το εκπαιδευτικό λογισμικό και τα υπολογιστικά εργαλεία που το συνοδεύουν καθιστούν την οθόνη του υπολογιστή καθρέπτη του νου του μαθητή. Έτσι, σε πολλές περιπτώσεις είναι εύκολο για τον εκπαιδευτικό να διακρίνει πώς χρησιμοποιούνται τα εργαλεία και για ποιο σκοπό και να εξάγει συμπεράσματα για τον τρόπο με τον οποίο ο μαθητής αντιλαμβάνεται τις γνώσεις του. 

1.5.1. Η προστιθέμενη αξία του 

1. Ο εναλλακτικός τρόπος προσέγγισης των εννοιών και των διαδικασιών των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Παραδοσιακά οι γραμμικοί και μη γεωμετρικοί μετασχηματισμοί προσεγγίζονται με τη βοήθεια πινάκων και των πράξεων μεταξύ αυτών – ιδιαίτερη έμφαση δίνεται στον πολλαπλασιασμό πινάκων ή διανυσμάτων. Το πλαίσιο αυτό απαιτεί να προϋπάρχουν οι σχετικές με τους πίνακες ή τα διανύσματα γνώσεις, προκειμένου να μελετηθούν οι μετασχηματισμοί. Η συγκεκριμένη προσέγγιση, σύμφωνα με τους Dreyfus, Hillel και Sierpinska στο άρθρο τους «Teaching and Learning Linear Algebra with Cabri. Research Forum paper» (The Proceedings of PME 23, Haifa University, Israel, 1999, Volume 1, 119–134), αποτελεί πηγή σύγχυσης για τους μαθητές. Για παράδειγμα, μπορεί να αποτρέψει κάποιον να σκεφτεί με έναν ανάλογο τρόπο για τους μη γραμμικούς μετασχηματισμούς. Επίσης, για πολλούς μαθητές το πέρασμα από την αριθμητική διαπραγμάτευση των μετασχηματισμών στη δομική διαπραγμάτευση της Γραμμικής Άλγεβρας είναι ένα εμπόδιο που δεν κατορθώνουν ποτέ να ξεπεράσουν. Όμως, η εισαγωγή των μαθητών στους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς, μέσω της γεωμετρικής προσέγγισης, έχει περισσότερα πλεονεκτήματα. Κατ’ αρχήν οι μαθητές έχουν περισσότερες εμπειρίες σε ό,τι αφορά την εφαρμογή του γεωμετρικού περιβάλλοντος για τη διαπραγμάτευση αλγεβρικών θεμάτων. Δεύτερον, στο πλαίσιο της αναλυτικο-αριθμητικής προσέγγισης στη διδασκαλία της Γραμμικής Άλγεβρας, μια γεωμετρική προσέγγιση επιτρέπει στους μαθητές να προσεγγίσουν σχετικά εύκολα και παραδείγματα μη γραμμικών μετασχηματισμών. Τρίτον, η γεωμετρική προσέγγιση των μετασχηματισμών είναι πηγή πλούσιων διαισθήσεων για τους μαθητές και κατά συνέπεια υποστηρίζει καλύτερα την κατασκευή των σχετικών εννοιών. Τέταρτον, οι νοητικές εικόνες των μαθητών για τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς, οι οποίες κτίζονται με τη βοήθεια γεωμετρικών παραδειγμάτων, είναι περισσότερο στέρεες από εκείνες που δημιουργούνται με τη βοήθεια αλγεβρικών παραδειγμάτων. Συμπερασματικά, θεωρούμε ότι το συγκεκριμένο πρόγραμμα έχει σημαντικά πλεονεκτήματα, καθώς εμπλέκει τους μαθητές σε περιβάλλοντα που και οικεία είναι και δεν απαιτούν ιδιαίτερες γνώσεις άλγεβρας πινάκων, ενώ, συγχρόνως, αποτελούν πηγή διαισθήσεων, εικασιών και γενικεύσεων. Επιπλέον, ο ορισμός των μετασχηματισμών με τη βοήθεια εξισώσεων αποτρέπει πιθανές παρανοήσεις για την ίδια την έννοια του μετασχηματισμού. Σύμφωνα με τους ίδιους τους ερευνητές, έχει παρατηρηθεί ότι οι μαθητές που διαπραγματεύονται τους μετασχηματισμούς μέσω διανυσμάτων ή πινάκων τείνουν να τους θεωρούν ως διανύσματα ή πίνακες και όχι ως απεικονίσεις.
2. Ο πειραματισμός με τους μετασχηματισμούς. Οι μαθητές, στο πλαίσιο του προγράμματός μας, μπορούν να ορίσουν διάφορους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς είτε επαναχρησιμοποιώντας τις ιδέες που προτείνονται είτε εφαρμόζοντας δικές τους ιδέες. Δηλαδή, τα υπολογιστικά εργαλεία εξουσιοδοτούν τους ίδιους τους μαθητές να ορίσουν διάφορους μετασχηματισμούς και να τους κατηγοριοποιήσουν με το δικό τους τρόπο, πράγμα αδύνατο για το παραδοσιακό περιβάλλον του χαρτιού και του μολυβιού. Ακόμα, οι δυνατότητες των μαθητών να σύρουν ή να μεταβάλλουν το αρχικό σχήμα και να παρακολουθούν τις αλλαγές στο σχήμα-εικόνα, ή να μετακινούν ένα σημείο του αρχικού σχήματος και να παρατηρούν το σχήμα που γράφει το ίχνος του σημείου-εικόνας, τους οδηγεί στο να αναπτύξουν δύο βασικές ιδέες: (α) Ο μετασχηματισμός καθορίζεται από τις παραμέτρους των εξισώσεων που προσδιορίζουν τις εικόνες των αρχικών σημείων. (β) Υπάρχει μια σταθερή σχέση μεταξύ των χαρακτηριστικών του αρχικού και του τελικού σχήματος που εκφράζεται και γεωμετρικά (ποιοτικά) και ποσοτικά (αλγεβρικά).
3. Η επεκτασιμότητα των εφαρμογών. Η δυνατότητα που παρέχει το περιβάλλον του Cabri Geometry II Plus είναι κυρίως ο επεκτάσιμος τρόπος διαπραγμάτευσης των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Το σχολικό βιβλίο τους προσεγγίζει παραδοσιακά, δίνοντας διάφορους πίνακες (δηλαδή αριθμητικά), και χρησιμοποιεί τα γεωμετρικά σχήματα συμπληρωματικά, προκειμένου να εξηγήσει τα αποτελέσματα των μετασχηματισμών. Ωστόσο δεν είναι εύκολο να διαπραγματευτεί κανείς τους μη γραμμικούς μετασχηματισμούς με αυτό τον τρόπο. Ιδιαίτερα τους μετασχηματισμούς που ορίζονται από μη γραμμικές εξισώσεις, είναι αδύνατον ένας μαθητής να τους επεξεργαστεί με εργαλεία ανάλογα της Γραμμικής Άλγεβρας. Το γεγονός ότι τέτοιοι μετασχηματισμοί εμφανίζονται στην ενότητα των μιγαδικών αριθμών, όπως επίσης και στη Φυσική, καθιστά τη διαπραγμάτευσή τους εν μέρει αναγκαία.
4. Η μεταφορά των ιδεών από τον ένα κόσμο στον άλλο. Ο συνδυασμός των λογισμικών και των διαφορετικών μαθημάτων που επιλέχτηκαν για το πρόγραμμα αυτό δίνει τη δυνατότητα στους μαθητές να μεταφέρουν τις ιδέες τους –που γεννιούνται στο υπολογιστικό περιβάλλον του Cabri Geometry II Plus– στα λογισμικά Modellus και Αβάκιο, ή στο προγραμματιστικό περιβάλλον της Pascal, και να διαπραγματεύονται με αυτές θέματα της Φυσικής, των Μαθηματικών ή της Πληροφορικής. Έτσι, από τη μια μεριά, εφαρμόζουν ιδέες των Μαθηματικών σε άλλες επιστήμες, ενώ, από την άλλη, διαπραγματεύονται τις ίδιες ιδέες με διαφορετικό τρόπο (για παράδειγμα, ο ορισμός των μετασχηματισμών στο Αβάκιο απαιτεί τον ορισμό μιας διαδικασίας εντολών διαφορετικών από εκείνες που απαιτούνται στο Cabri Geometry II Plus). Στην περίπτωση της μελέτης των συναρτήσεων, οι μαθητές μπορούν να χρησιμοποιήσουν το περιβάλλον του προγράμματός μας, προκειμένου να μελετήσουν ένα πλήθος εννοιών, αλλά και σχέσεων αυτών. Για παράδειγμα, μπορούν (1) να παράγουν με τη βοήθεια των γεωμετρικών εφαρμογών τις συναρτήσεις που μελετούν από τις βασικές συναρτήσεις που έχουν ήδη γνωρίσει στα προηγούμενα σχολικά χρόνια, (2) να παρατηρήσουν και να εξηγήσουν τι αλλάζει και τι όχι κατά τους μετασχηματισμούς των βασικών συναρτήσεων σε σύνθετες συναρτήσεις και (3) να προσεγγίσουν έννοιες των συναρτήσεων, όπως εκείνη της 1-1, της μονοτονίας και της αντίστροφης συνάρτησης, και να τις συνδέσουν στις αρχικές συναρτήσεις και στις συναρτήσεις εικόνες. Έτσι, οι συναρτήσεις που μελετούν γίνονται αντικείμενα και μελετώνται όπως τα γεωμετρικά σχήματα, ενώ, παράλληλα, ορίζονται από σχέσεις μεταξύ μιας ανεξάρτητης μεταβλητής που διατρέχει την ευθεία των πραγματικών αριθμών και των τιμών που ορίζονται από μια προκαθορισμένη σχέση. 
1.5.2. Παιδαγωγικοί, κοινωνιολογικοί και πολιτισμικοί στόχοι

· Ο ρόλος του σεναρίου και των τεχνολογικών εργαλείων στην αναβάθμιση όσων συμμετέχουν ή στην ενίσχυση των ρόλων τους (καθηγητές, μαθητές, διεύθυνση, φορείς της κοινότητας)

Πριν αναφερθούμε στην αναμενόμενη συμβολή του συγκεκριμένου προγράμματος και των προτεινόμενων τεχνολογικών εργαλείων στην αναβάθμιση της διδακτικής πρακτικής που ακολουθείται σήμερα στην παραδοσιακή σχολική τάξη, θα προσπαθήσουμε να περιγράψουμε το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας με σύντομο τρόπο.

· Το παραδοσιακό μοντέλο διδασκαλίας

Στο παραδοσιακό διδακτικό μοντέλο η γνώση είναι σύνολο τεχνικών οι οποίες προϋπάρχουν ανεξάρτητα των μαθητών, που πρέπει να τις γνωρίζουν και τις εφαρμόζουν με ευχέρεια. Η γνώση αυτή είναι προσωπική υπόθεση κάθε μαθητή, ανεξάρτητη από το περιβάλλον του, την οποία δεν μπορεί να επηρεάσει ή να μετασχηματίσει.
Η εφαρμογή αυτού του διδακτικού μοντέλου, σύμφωνα με την πρόσφατη έρευνα, προκαλεί την ανάπτυξη στάσεων και πεποιθήσεων στους μαθητές που αντίκειται στη φύση της γνώσης και της μάθησης. Για παράδειγμα, αντιλήψεις όπως:
· «Όλα τα προβλήματα πρέπει να λύνονται σε λίγα λεπτά, αλλιώς υπάρχει αποτυχία»

· «Τα Μαθηματικά δεν έχουν σχέση με την πραγματικότητα»

· «Οι μαθητές είναι παθητικοί δέκτες γνώσεων που κάποιοι σοφοί έχουν από πριν ανακαλύψει και τις μαθαίνουν για να ξεχωρίζουν οι έξυπνοι από τους υπολοίπους»
δημιουργούν εμπόδια στην ανάπτυξη πρωτοβουλιών και συμμετοχής στην κατασκευή της γνώσης από τον ίδιο το μαθητή.
Όσον αφορά το παραδοσιακό αυτό μοντέλο, οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί εισάγονται στο πλαίσιο της Γραμμικής Άλγεβρας, της θεωρίας πινάκων και της θεωρίας των διανυσματικών χώρων. Σύμφωνα με τους Dreyfus, Hillel και Sierpinska, η κατάσταση αυτή οδηγεί συχνά τους μαθητές σε παρερμηνείες σχετικά με τους μετασχηματισμούς (π.χ. ταυτίζουν το μετασχηματισμό –που είναι μια απεικόνιση– με έναν πίνακα ή ένα διάνυσμα, δηλαδή με ένα αντικείμενο). Άλλοτε, πάλι, αντιμετωπίζουν δυσκολίες στο να περιγράψουν τους μετασχηματισμούς, κυρίως δε όταν εμπλέκονται στην περιγραφή τους ο πολλαπλασιασμός πινάκων ή οι πράξεις με διανύσματα. Αυτή η κατάσταση ενισχύεται ακόμα περισσότερο, καθώς οι μαθητές, που συνήθως εργάζονται στο χαρτί με το μολύβι, μαθαίνουν να χρησιμοποιούν ένα σύστημα συμβόλων, βασισμένο σε συντακτικούς κανόνες, με μια ορισμένη ακολουθία. Αυτοί οι διαδικαστικοί αλγόριθμοι, που απομνημονεύονται από τους μαθητές και χρησιμοποιούνται μόνο στις συγκεκριμένες περιοχές, ενισχύουν τελικά την αποστήθιση των όρων και των εννοιών που εκφράζουν, με αποτέλεσμα να αντικαθιστούν κάθε σημαντικό διαισθητικά τρόπο δράσης των μαθητών στην επίλυση διαφόρων προβλημάτων σχετικών με τους μετασχηματισμούς. Ένα επίσης σημαντικό πρόβλημα είναι η παντελής έλλειψη εφαρμογής των γεωμετρικών μετασχηματισμών εκτός μαθηματικού πλαισίου. Πολλοί μαθητές αγνοούν τη χρησιμότητα των θεμάτων που καλούνται να μελετήσουν και έτσι εγκλωβίζονται στην αντίληψη ότι τα Μαθηματικά μαθαίνονται μόνο για τις εξετάσεις. 

Για την επίλυση των παραπάνω προβλημάτων χρειάζεται να δημιουργηθούν οι κατάλληλες καταστάσεις μάθησης που θα εστιάζουν στις μαθηματικές έννοιες και θα τις αναδεικνύουν. Μια τέτοια ιδέα προτείνεται εδώ, όπου, χρησιμοποιώντας το γεωμετρικό πλαίσιο σε συνδυασμό με το καρτεσιανό επίπεδο, οι μαθητές εμπλέκονται σε διαδικασίες, μέσω των οποίων συνδέουν γνώσεις, εμπειρίες και διαδικασίες κατασκευής και διερεύνησης, με σκοπό να οικοδομήσουν την έννοια του γεωμετρικού μετασχηματισμού και να την εφαρμόσουν στην περιοχή της Φυσικής ή της Πληροφορικής. Έτσι, αποφεύγεται από την αρχή η χρήση ορισμών, κανόνων, συμβολισμών και αλγορίθμων βασισμένων στη Γραμμική Άλγεβρα και στη θεωρία πινάκων, προκειμένου οι μαθητές να αντιληφθούν την έννοια του γεωμετρικού μετασχηματισμού. Επιπλέον, η χρήση του υπολογιστή τους δίνει τη δυνατότητα να αντιμετωπίσουν τους μετασχηματισμούς ως εργαλεία τα οποία μπορούν να χειριστούν γεωμετρικά ή αλγοριθμικά, να τα αναλύσουν, να τα εκφράσουν ή να τα επανακατασκευάσουν, και τελικά να καταστήσουν την αφηρημένη αυτή έννοια πιο «χειροπιαστή».

Συνεπώς, η διδακτική διαδικασία, που δημιουργείται για τη διδασκαλία των γεωμετρικών μετασχηματισμών, διαφοροποιείται σημαντικά από εκείνη που βιώνουν οι μαθητές στο παραδοσιακό μοντέλο. Η διαφοροποίηση αυτή εντοπίζεται κυρίως στους εξής τομείς:
(α)
Στο γνωστικό τομέα, όπου οι μαθητές έχουν την ευκαιρία να κατασκευάσουν μόνοι τους ένα μετασχηματισμό και να τον εφαρμόσουν σε ένα οποιοδήποτε γεωμετρικό σχήμα ή στην καμπύλη μιας συνάρτησης. Έτσι, με δεδομένο ότι για την κατασκευή αυτή απαιτείται ο πειραματισμός πάνω στον τρόπο απεικόνισης των σημείων του σχήματος, οι μαθητές συνειδητοποιούν ότι οι μετασχηματισμοί:
· Είναι απεικονίσεις που μπορούν να εκφράζονται γεωμετρικά και αλγεβρικά.
· Μπορούν να παράγουν οικογένειες συναρτήσεων από μια απλή βασική συνάρτηση.
Με αυτό τον τρόπο οι περιλαμβανόμενες μαθηματικές έννοιες και οι ιδιότητές τους προσεγγίζονται, ανακαλύπτονται και οικοδομούνται βαθμιαία από τους μαθητές, μέσα από την αλληλεπίδρασή τους με το περιβάλλον τους.
(β)
Στο διδακτικό τομέα, όπου ο καθηγητής, θέτοντας τις κατάλληλες ερωτήσεις, ενθαρρύνει τους μαθητές να παρατηρήσουν τις μεταβολές που συμβαίνουν κάθε φορά που μετακινούν τα αρχικά σημεία και να εξετάσουν πώς συμπεριφέρονται οι εικόνες τους. Με τον τρόπο αυτό οι μαθητές οικοδομούν και διαπραγματεύονται έννοιες και σχέσεις σε φιλικό περιβάλλον, χωρίς την αναγκαιότητα χρήσης άλλων αφηρημένων εννοιών.
Επίσης η εμπλοκή τους στο χειρισμό της γεωμετρικής κατάστασης «αναγκάζει» τους μαθητές να αναπτύξουν δικές τους στρατηγικές και να καταστρώσουν σχέδια δράσης τα οποία μπορούν να μεταφέρουν σε άλλα περιβάλλοντα, όπως εκείνο της Φυσικής και της Πληροφορικής.
Η διάρθρωση των δραστηριοτήτων είναι τέτοια, ώστε οι μαθητές από τα συγκεκριμένα ποιοτικά χαρακτηριστικά των μετασχηματισμών να περνούν σταδιακά στη χρήση πιο αφηρημένων (από την άποψη της σχέσης) χαρακτηριστικών και στη συνέχεια στην έκφραση αυτών μέσω αλγεβρικών σχέσεων. 

Σε κάθε φάση ο καθηγητής θέτει κατάλληλα ερωτήματα, υποστηρίζει τις προσπάθειες των μαθητών, αναπροσαρμόζει τη διαδικασία, όπου χρειάζεται, και γενικά συμμετέχει στην έρευνα.
(γ)
Στον κοινωνιολογικό τομέα, όπου ο σχεδιασμός των προτεινόμενων δραστηριοτήτων προβλέπει τη μαθητική συνεργασία. Αυτό σημαίνει ότι οι μαθητές μαθαίνουν να μοιράζονται τις ιδέες τους, να συναποφασίζουν με βάση όλες τις απόψεις που διατυπώνονται στην ομάδα, να καταστρώνουν σχέδια δράσης, να πειραματίζονται από κοινού και να διατυπώνουν τις απόψεις τους, συνθέτοντας τα συμπεράσματά τους. Όλα τα παραπάνω αναγκάζουν τους μαθητές, κατά τη διάρκεια της διερεύνησης και προκειμένου να εκθέσουν τις απόψεις τους στα άλλα μέλη της ομάδας, να επιχειρηματολογούν, χρησιμοποιώντας όσο το δυνατόν σωστότερα τις έννοιες που επεξεργάζονται, αλλά και γενικότερα τις έννοιες των μαθηματικών, προκειμένου να γίνονται κατανοητοί.
(δ)
Στον τομέα χρήσης του υπολογιστή, όπου τα προτεινόμενα υπολογιστικά εργαλεία αποτελούν μέσα πειραματισμού, παρατήρησης, έκφρασης και διερεύνησης των εξεταζόμενων μαθηματικών εννοιών και αυτό διότι οι μαθητές έχουν τη δυνατότητα να θέτουν τις δικές τους παραμέτρους στις έννοιες που μελετούν και να παρατηρούν τις μεταβολές που προκαλούνται. 

Όλα όσα αναφέραμε συνηγορούν στην ανάγκη αλλαγής του ρόλου και του μαθητή και του καθηγητή. Για να προσαρμοστεί ο καθηγητής στις νέες εκπαιδευτικές πρακτικές που απαιτούνται θα πρέπει να επιμορφωθεί κατάλληλα, ώστε να είναι σε θέση να επαναπροσδιορίσει τη «διδακτική του ατζέντα» (διδακτικοί και παιδαγωγικοί του στόχοι) η οποία διαμορφώνεται από την αντίληψή του για τη φύση του μαθήματος και για το δικό του ρόλο, από την προσωπική παιδαγωγική και διδακτική πρακτική και από το διαθέσιμο χρόνο του. 

1.5.3. Προσδοκώμενες παιδαγωγικές και μαθησιακές κατακτήσεις

Στόχος των προτεινόμενων δραστηριότητων, σε συνδυασμό με τις προτεινόμενες μεθόδους διδακτικής που περιγράφονται παρακάτω, είναι να παρέχουν στους μαθητές τη δυνατότητα:

Από πλευράς γνωστικού αντικειμένου:
· Να συσχετίζουν τις έννοιες των γεωμετρικών μετασχηματισμών με την έννοια της απεικόνισης σημείων ενός σχήματος σε ένα άλλο.

· Να συσχετίζουν τις διαδικασίες μετασχηματισμών με τη βοήθεια γεωμετρικών και αλγεβρικών εννοιών και σχέσεων. 

· Να εκφράζουν τις διαδικασίες μετασχηματισμών των γεωμετρικών αντικειμένων με τη βοήθεια μαθητικών σχέσεων.

Από παιδαγωγική πλευρά:
· Να πειραματίζονται με τις περιεχόμενες μαθηματικές έννοιες και τις σχέσεις που τις συνδέουν, θέτοντας ερωτήματα και κάνοντας διάφορες εικασίες.

· Να οργανώνουν την εργασία τους και να καταστρώνουν σχέδια δράσης και εξερεύνησης καταστάσεων προβληματισμού.

· Να συνεργάζονται με τα άλλα μέλη της ομάδας, προκειμένου να οργανώνουν την εργασία τους, να συζητούν τις παρατηρήσεις τους, να διατυπώνουν τα συμπεράσματά τους, να καταχωρίζουν τα δεδομένα τους, να κατασκευάζουν πίνακες και σχέσεις που συνδέουν μεγέθη, να παρουσιάζουν την εργασία τους στις άλλες ομάδες.

· Να οικοδομούν κώδικες επικοινωνίας, ώστε να γίνονται αντιληπτοί από τα άλλα μέλη της ομάδας, από όλους τους συμμαθητές τους και από τον καθηγητή τους. 

1.5.4. Προβλεπόμενες μέθοδοι διδακτικής

Βασική επιδίωξη του συγκεκριμένου προγράμματος είναι η δημιουργία ενός ανοικτού περιβάλλοντος πειραματισμού και διερεύνησης, από τους μαθητές, συγκεκριμένων εννοιών των γεωμετρικών μετασχηματισμών. Η χρήση, λοιπόν, των προτεινόμενων εκπαιδευτικών λογισμικών επιτρέπει στους μαθητές να κάνουν εικασίες και να διατυπώνουν υποθέσεις σχετικές με τις έννοιες που μελετούν, τις οποίες θα μπορούν άμεσα να επιβεβαιώνουν ή να ανασκευάζουν στο πλαίσιο της ομάδας τους ή και ολόκληρης της τάξης. 

Με βάση τους παραπάνω επιδιωκόμενους στόχους, η προβλεπόμενη μέθοδος διδασκαλίας θα πρέπει να δίνει στους μαθητές τη δυνατότητα να δουλεύουν συνεργατικά, διερευνητικά, να πειραματίζονται και να διατυπώνουν υποθέσεις, προτάσεις και συμπεράσματα, καθοδηγούμενοι από τον καθηγητή τους. Επίσης θα πρέπει να διακρίνει τους ρόλους των μαθητών, ως μέλη τόσο της ομάδας τους όσο και της τάξης, καθώς και το ρόλο του καθηγητή. Συγκεκριμένα:
· Προτείνεται οι μαθητές να εργαστούν σε μικρές ομάδες στο εργαστήριο των ηλεκτρονικών υπολογιστών του σχολείου τους.

· Κάθε μαθητής, μέσα στην ομάδα του, να αναλαμβάνει συγκεκριμένο ρόλο, έτσι ώστε τα μέλη της ομάδας να καλύπτουν όλες τις απαιτήσεις της δραστηριότητας που έχουν αναλάβει (πληκτρολόγηση, διαχείριση ποντικιού, τήρηση σημειώσεων στο τετράδιο ή στο φύλλο εργασίας). Ωστόσο, οι ρόλοι αυτοί μπορούν να εναλλάσσονται.

· Οι μαθητές να συζητούν μεταξύ τους για τα ερωτήματα ή τα προβλήματα που αντιμετωπίζουν, να καταστρώνουν στρατηγικές δράσεις, να κάνουν εικασίες, να διατυπώνουν υποθέσεις, να πειραματίζονται με τα διαθέσιμα υπολογιστικά εργαλεία, να ανασκευάζουν τις υποθέσεις τους και να επαναδιατυπώνουν τους στόχους τους, ανάλογα με την πορεία της εργασίας τους.

· Ο καθηγητής να συνεργάζεται με τους μαθητές, κρατώντας το ρόλο του συνερευνητή και βοηθού στις προσπάθειες των μαθητών. Επίσης, να απευθύνεται σε κάθε ομάδα ξεχωριστά ή και σε όλες συγχρόνως και να παρεμβαίνει με προσοχή όπου χρειάζεται, ανάλογα με τις ανάγκες που προκύπτουν κατά τη διαδικασία της διερεύνησης και κυρίως για να δώσει ώθηση στις έρευνες των μαθητών. Να προετοιμάζει τη διδασκαλία, καθορίζοντας τις διάφορες φάσεις της, να προσπαθεί να προβλέψει τις πιθανές δυσκολίες που θα συναντήσουν οι μαθητές, να συντάσσει σημειώσεις ή φύλλα εργασίας, αν είναι απαραίτητο, και ό,τι άλλο χρειάζεται, για να πετύχει τους στόχους του και να βοηθήσει τους μαθητές να αυξήσουν το ενδιαφέρον τους για το μάθημα και να ολοκληρώσουν τη δραστηριότητα, αποκομίζοντας το μεγαλύτερο δυνατό όφελος για εκείνους. 

1.5.5. Στρατηγικές εφαρμογής στην τάξη

Για την επιτυχή διεξαγωγή των προτεινόμενων σεναρίων θα πρέπει να αναπτυχθεί μια στρατηγική εφαρμογής που θα προβλέπει:
· Τη σωστή οργάνωση της τάξης. 

· Το λεπτομερή σχεδιασμό των δραστηριοτήτων και των επιμέρους βημάτων. 

Ως προς τη σωστή οργάνωση της τάξης, σημαντικό ρόλο παίζουν:
· Η σύνθεση κάθε ομάδας μαθητών, όπου θα πρέπει να εξασφαλίζεται η κατά το δυνατόν ομαλότερη και αποδοτικότερη λειτουργία της.

· Η ύπαρξη όλων των απαραίτητων μέσων που εξασφαλίζουν τη σωστή λειτουργία του μαθήματος (τετράδια, βιβλία, απλές οδηγίες χρήσης του λογισμικού που χρησιμοποιείται κ.τ.λ.). 

· Η διεξοδική ενημέρωση των μαθητών σχετικά με τους κανόνες λειτουργίας του εργαστηρίου και των ομάδων σε αυτό, με σκοπό την απρόσκοπτη διεξαγωγή της δραστηριότητας και την αποφυγή προβλημάτων και κινδύνων.

Ως προς τις δραστηριότητες:
· Ο λεπτομερής σχεδιασμός των διδακτικών βημάτων θα βοηθήσει τους μαθητές να οργανώσουν τις ενέργειές τους και να οδηγηθούν σταδιακά στην επίτευξη των παιδαγωγικών και μαθησιακών κατακτήσεων που επιδιώκονται με το προτεινόμενο σενάριο. 

· Τα φύλλα εργασίας και οι σημειώσεις που θα δοθούν από τον καθηγητή θα πρέπει να στοχεύουν στην προοδευτική εστίαση των διερευνητικών ενεργειών των μαθητών σε κρίσιμα θέματα. 

· Οι ερωτήσεις του καθηγητή προς τους μαθητές θα πρέπει να είναι ανοικτές και διατυπωμένες με τέτοιο τρόπο, ώστε να τους ενθαρρύνουν στον πειραματισμό, να αφήνουν την πρωτοβουλία κινήσεων σε εκείνους, αλλά και να επιτρέπουν τη συζήτηση και την ανταλλαγή απόψεων.

Με βάση τα παραπάνω, οι μαθητές θα έχουν τη δυνατότητα, αντί να είναι απλοί παρατηρητές ενός παραδοσιακού μαθήματος, να κάνουν πειράματα:
· Σχετικά με τον τρόπο μετασχηματισμού των σημείων του αρχικού σχήματος. 

· Με τα οποία θα αναπτύσσουν εικασίες σχετικές με τις ιδιότητες του αρχικού σχήματος, οι οποίες διατηρούνται ή μεταβάλλονται. 

· Με τα οποία θα κατασκευάζουν διαδικασίες μετασχηματισμών οι οποίες θα έχουν λειτουργίες ανάλογες με εκείνες που τους προτείνονται.

Επίσης, θα μπορούν να διατυπώνουν ερωτήματα σχετικά:
· Με τον τρόπο διαφοροποίησης ή επέκτασης των διαδικασιών των απλών μετασχηματισμών από το ένα υπολογιστικό περιβάλλον στο άλλο.

· Με τον τρόπο χρήσης των εργαλείων των λογισμικών, προκειμένου να σχεδιάσουν εκ νέου τους απλούς μετασχηματισμούς.

Τέλος, θα μπορούν να καταστρώνουν δικές τους στρατηγικές δράσης και πειραματισμών, με αποτέλεσμα να διαπιστώνουν τα χαρακτηριστικά των απλών γεωμετρικών μετασχηματισμών. Ταυτόχρονα θα μπορούν να ελέγχουν τις εικασίες τους και να τις συζητούν ελεύθερα μέσα στην ομάδα τους, καθώς και μέσα στην τάξη.
Περισσότερες λεπτομέρειες για τον τρόπο εφαρμογής των προτεινόμενων δραστηριοτήτων παρουσιάζονται στα επιμέρους σενάρια κατά την περιγραφή τους.
Προτείνεται επίσης, μετά την ολοκλήρωση κάθε φάσης σεναρίου (έτσι όπως αυτές περιγράφονται στα επιμέρους σενάρια), κάθε ομάδα να παρουσιάζει εν συντομία την πορεία της εργασίας της, τα συμπεράσματά της και τις δυσκολίες που συνάντησε. Με τον τρόπο αυτό δίνεται η ευκαιρία σε όλους τους μαθητές να λάβουν γνώση των άλλων μεθόδων που εφαρμόστηκαν και να θέσουν ίσως καινούργια ερωτήματα.
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� Με τον όρο «επιστημονική προσέγγιση» εννοούμε την προσέγγιση που δίνει η επιστήμη των Μαθηματικών στους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς. Η διάκριση αυτή αφορά τους εκπαιδευτικούς και υπονοεί ότι προφανώς δεν είναι αναγκαίο οι μαθητές να αναπτύξουν πλήρως μια τέτοια προσέγγιση. 


� Δηλαδή, χωρίς τις δεσμεύσεις της αυστηρής θεωρίας των συμβόλων της Γραμμικής Άλγεβρας.
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