Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί
Βιβλίο Καθηγητή

1.4. Μετασχηματισμοί τριγωνομετρικών συναρτήσεων

1.4.1. Η ιδέα που διέπει το σενάριο

Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις μελετώνται πολύ συχνά στο λύκειο και ιδιαίτερα στα Μαθηματικά της Β΄ και Γ΄ Τάξης. Οι μαθητές μαθαίνουν τις βασικές ιδιότητες των τριγωνομετρικών συναρτήσεων, μελετώντας τη γραφική τους παράσταση, αλλά σπάνια τις συνδέουν με άλλες τριγωνομετρικές συναρτήσεις, καθώς και με διαδικασίες μετασχηματισμού αυτών. Στο σενάριό μας των Μαθηματικών οι μαθητές διαπραγματεύονται τη συνάρτηση ψ=αημ(βχ+γ)+δ και εξετάζουν τους μετασχηματισμούς συμμετρίας αυτών ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ. 
Σε σχέση με τα Μαθηματικά

Οι μαθητές εμπλέκονται στην εύρεση της αντίστροφης συνάρτησης της ψ=αημ(βχ+γ)+δ. Με τη βοήθεια τεσσάρων μεταβολέων α, β, γ και δ ορίζουν την αρχική συνάρτηση, στη συνέχεια παρατηρούν τα χαρακτηριστικά της συνάρτησης-εικόνας σε σχέση με την αρχική συνάρτηση και τέλος υπολογίζουν την αλγεβρική της έκφραση.
Οι μαθητές καλούνται να εξετάσουν ποιες από τις χαρακτηριστικές ιδιότητες της αρχικής συνάρτησης ψ=αημ(βχ+γ)+δ, όπως είναι η περιοδικότητα και η περίοδος 2π, διατηρούνται ή εκφράζονται διαφορετικά κατά τους μετασχηματισμούς της. Έτσι:
· Στην περίπτωση της συμμετρίας της ψ=αημ(βχ+γ)+δ ως προς την ευθεία ψ=χ, οι μαθητές διαπραγματεύονται την αντίστροφη συνάρτηση. Διαπιστώνουν τις συνέπειες του μετασχηματισμού του Μ(χ,ψ) σε Μ΄(ψ,χ) και συνδέουν τις ιδιότητές του με εκείνες της συνάρτησης-προτύπου και της συνάρτησης-εικόνας. Τέλος, παρατηρώντας τις δύο συναρτήσεις, διαπραγματεύονται τα κοινά σημεία που ενδεχομένως να έχουν οι δύο καμπύλες. 

1.4.2. Η επιστημονική υπόσταση του γνωστικού αντικειμένου
Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις
Η εξίσωση ψ=αημ(βχ+γ)+δ εκφράζει την οικογένεια των ημιτονοειδών συναρτήσεων, καθώς για κάθε τιμή των παραμέτρων α, β, γ, δ οι αντίστοιχες συναρτήσεις που προκύπτουν έχουν κοινές ιδιότητες, όπως την περιοδικότητα. Στο πρόγραμμά μας οι συναρτήσεις αυτές, όπως και άλλες οικογένειες των τριγωνομετρικών συναρτήσεων, εμπλέκονται στους μετασχηματισμούς, αφού αυτό που ενδιαφέρει είναι ποιες από τις χαρακτηριστικές τους ιδιότητες διατηρούνται στους διάφορους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.
Επίσης, ως μαθηματικό μοντέλο μπορεί να περιγράφει φυσικά φαινόμενα, όπως εκείνο της αρμονικής ταλάντωσης, ακόμα και όταν το φαινόμενο υφίσταται μεταβολές που προκαλούν μετασχηματισμούς στο αρχικό μαθηματικό μοντέλο. 

1.4.3. Οι επιμέρους στόχοι 

Στο πλαίσιο αυτού του σεναρίου οι μαθητές αναμένεται:
· Να πειραματιστούν με τις διαδικασίες μετασχηματισμού των τριγωνομετρικών συναρτήσεων (με έμφαση στην ψ=αημ(βχ+γ)+δ) ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ.

· Να διερευνήσουν τη σχέση που έχει το σχήμα-πρότυπο με το σχήμα-εικόνα που προκύπτει από τους συγκεκριμένους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.

· Να υπολογίσουν την αλγεβρική έκφραση των εικόνων που προέρχονται από τους μετασχηματισμούς των συναρτήσεων-προτύπων.

1.4.4. Τα εργαλεία και τα μέσα 

Οι μαθητές θα πρέπει να χρησιμοποιήσουν τον υπολογιστή και το λογισμικά Cabri Geometry II Plus. Επίσης, θα χρειαστούν φύλλα εργασίας και πρόχειρο χαρτί, όπου θα κρατούν σημειώσεις. 

1.4.5. Η αναγκαία προετοιμασία

Οι εκπαιδευτικοί μελετούν τις προτεινόμενες δραστηριότητες, με σκοπό να προσαρμόσουν στη διδακτική ατζέντα και στο σχεδιασμό τους:
1. Τα προτεινόμενα φύλλα εργασίας. Ωστόσο, μπορούν να κατασκευάσουν και δικά τους φύλλα εργασίας στα οποία θα διατυπώσουν ερωτήματα ή προβλήματα σχετικά με το αντικείμενο διερεύνησής τους. 

2. Τον τρόπο, το χρόνο και τη σειρά διεξαγωγής των προτεινόμενων ή των τροποποιημένων φύλλων εργασίας.

Επίσης σχηματίζουν τις ομάδες των μαθητών, ανάλογα με τις θέσεις κάθε μαθήματος στο εργαστήριο υπολογιστών, και επιλέγουν τους μαθητές των ομάδων είτε τυχαία είτε με βάση τις γνώσεις ή την εμπειρία που έχουν στη χρήση του λογισμικού, τοποθετώντας στις διάφορες ομάδες εκείνους που έχουν μεγαλύτερες ικανότητες. Ιδιαίτερα όταν οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή με το κάθε λογισμικό, καλό θα είναι ο εκπαιδευτικός να δημιουργήσει και να δώσει έτοιμο στους μαθητές το αρχείο με το οποίο θα εργαστούν.
1.4.6. Η ροή εφαρμογής

Δίνεται στους μαθητές έτοιμο το αρχείο math4_2.fig του λογισμικού Cabri Geometry II Plus, όπου θα διαπραγματευτούν την ανάκλαση της καμπύλης της συνάρτησης ψ=αημ(βχ+γ)+δ ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ. Στο μικρόκοσμο που θα εμφανιστεί μπορούν να μεταβάλλουν τους συντελεστές α, β, γ, δ και να αλλάξουν τη μορφή της καμπύλης.

Ο εκπαιδευτικός μπορεί να επεκτείνει ή να τροποποιήσει τις προτεινόμενες δραστηριότητες, λαμβάνοντας υπόψη και όσες προτείνονται και στο βιβλίο του μαθητή. 

1.4.7. Οι διδακτικές οδηγίες και προτάσεις που συνοδεύουν τα φύλλα εργασίας 

Προετοιμασία των μαθητών

Ζητήστε από τους μαθητές να σχολιάσουν πριν από την έναρξη της δραστηριότητας και για 5΄ τη συμμετρία ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ. Επίσης, θα πρέπει με τη βοήθειά σας να εστιάσουν την προσοχή τους στην έννοια του μετασχηματισμού και στη διαδικασία αντιστοίχισης των σημείων της καμπύλης-προτύπου με τα σημεία της καμπύλης-εικόνας. Συζητήστε μαζί τους για 5΄ ακόμη σχετικά με τις ιδιότητες της συνάρτησης ψ=ημχ, καθώς και για τις ιδιότητες των συναρτήσεων που είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία ψ=χ. 

Διαχείριση των εργαλείων του μικρόκοσμου

Ζητήστε από τους μαθητές:
· Να κινήσουν αργά το σημείο Μ και να παρακολουθήσουν την κίνηση του σημείου Μ΄.

· Να μεταβάλλουν τους συντελεστές της αρχικής εξίσωσης, προκειμένου να ορίσουν μια νέα εξίσωση.

· Να περιγράψουν με δικά τους λόγια τις μεταβολές που παρατηρούν στην καμπύλη-εικόνα.

Διερευνήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να εκφράσουν μέσα στην ομάδα τους και στην τάξη τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την καμπύλη-εικόνα:
· Τι αλλάζει στην καμπύλη, όταν μεταβάλλονται οι συντελεστές της συνάρτησης-προτύπου.

· Ποιο ρόλο έχουν οι συντελεστές στη διαμόρφωση των ιδιοτήτων της καμπύλης.

Επίσης, να εκφράσουν τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την αλγεβρική αναπαράσταση της καμπύλης-εικόνας:
· Τι αλλαγές πρέπει να κάνουν στην εξίσωση ψ=αημ(βχ+γ)+δ, προκειμένου να αναπαραστήσουν αλγεβρικά την καμπύλη-εικόνα.

Απαντήσεις

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Ζητήστε από τους μαθητές να διατυπώσουν τις απαντήσεις τους μέσα στην τάξη. Παρακάτω δίνονται μερικές από τις πιθανές τους απαντήσεις: 

Διερεύνηση 1

(α)
Η μορφή της καμπύλης εξαρτάται και από τους τέσσερις συντελεστές. Ο συντελεστής α καθορίζει το μέγιστο ύψος της καμπύλης και ο συντελεστής β την περίοδό της. Ο συντελεστής γ καθορίζει την οριζόντια θέση της καμπύλης και ο συντελεστής δ την κατακόρυφη θέση των δύο καμπυλών.

(β)
Η καμπύλη-εικόνα έχει τις ίδιες ιδιότητες με την αρχική καμπύλη, αν ειδωθεί με άξονα τετμημένων τον άξονα χχ΄ και άξονα τεταγμένων τον άξονα ψψ΄.

Διερεύνηση 2 

(α)
Οι μαθητές αναμένεται να δώσουν εξηγήσεις ανάλογες με εκείνες των παραδειγμάτων του σχολικού τους βιβλίου οι οποίες αναφέρονται στις αντίστροφες συναρτήσεις.

(β)
Επίσης αναμένεται να αντικαταστήσουν τα γράμματα ψ και χ της αρχικής συνάρτησης με τα γράμματα χ και ψ, αντίστοιχα. Αυτή η μεταβολή προκύπτει από τη συμμετρία ως προς την ευθεία ψ=χ. Έτσι η εξίσωση θα πάρει τη μορφή χ=αημ(βψ+γ)+δ. Επειδή δεν είναι δυνατή η λύση της ως προς ψ, στο πλαίσιο των Μαθηματικών που οι μαθητές γνωρίζουν, η έκφραση μπορεί να μείνει σε αυτό το επίπεδο και ο εκπαιδευτικός να εξηγήσει στους μαθητές την αντίστροφη συνάρτηση της ψ=ημχ και τον τρόπο έκφρασής της. Εξάλλου το ζητούμενο είναι η έκφραση των ιδιοτήτων της νέας καμπύλης που προέκυψε από το μετασχηματισμό. Ο εκπαιδευτικός μπορεί επίσης να ζητήσει από τους μαθητές να ερευνήσουν τα διαστήματα στα οποία η νέα καμπύλη είναι συνάρτηση. 

1.4.8. Προτάσεις επέκτασης ή διαφοροποίησης των δραστηριοτήτων

1. Μπορείτε να εξετάσετε ποιες ιδιότητες θα έχει η καμπύλη-εικόνα, αν μετασχηματίσετε την καμπύλη ψ=ασυν(βχ+γ)+δ ως προς άξονα την ευθεία ψ=χ; 

2. Μπορείτε να εξετάσετε ποιες ιδιότητες θα έχει η καμπύλη-εικόνα, αν μετασχηματίσετε την καμπύλη ψ=αημ(βχ+γ)+δ ως προς άξονα την ευθεία ψ=-χ;

3. Μπορείτε να εξετάσετε ποιες ιδιότητες θα έχει η καμπύλη-εικόνα, αν μετασχηματίσετε την καμπύλη ψ=ασυν(βχ+γ)+δ ως προς άξονα την ευθεία ψ=-χ; 
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