Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί
Βιβλίο Καθηγητή

1.8. Μετασχηματισμοί στο μιγαδικό επίπεδο

1.8.1. Η ιδέα που διέπει το σενάριο

Στο σενάριο αυτό οι μαθητές εμπλέκονται με μετασχηματισμούς στο μιγαδικό επίπεδο. Καλούνται, λοιπόν, να χρησιμοποιήσουν τις γνώσεις και τις εμπειρίες τους, προκειμένου να εφαρμόσουν μετασχηματισμούς βασικών σχημάτων με μιγαδικούς όρους. Επίσης, θα πρέπει να εκφράσουν αλγεβρικά τις εξισώσεις των νέων καμπυλών και να εξετάσουν ποιες ιδιότητες των βασικών συναρτήσεων διατηρούνται και ποιες όχι.

1.8.2. Η επιστημονική υπόσταση του γνωστικού αντικειμένου
Αναπαράσταση μιγαδικού αριθμού στο Cabri Geometry II Plus
Όπως είναι γνωστό, ένας μιγαδικός αριθμός z=α+βi στο μιγαδικό επίπεδο αντιστοιχεί στο διατεταγμένο ζεύγος (α,β), όπου α=Re(z) και β=Im(z). Από αυτή την άποψη, η επιφάνεια εργασίας και τα εργαλεία του Cabri Geometry II Plus είναι κατάλληλα για την αναπαράσταση των μιγαδικών αριθμών. Δεδομένου, επίσης, ότι κάθε διατεταγμένο ζεύγος αναπαριστά και ένα διάνυσμα 
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με αρχή το σημείο (0,0), τότε το μήκος του διανύσματος θα αναπαριστά το μέτρο του διανύσματος. Ο χρήστης μπορεί να υπολογίσει το μέτρο του μιγαδικού αριθμού z=α+βi με τη βοήθεια του εργαλείου «Υπολογισμός», εφαρμόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα: 
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. Η μακροεντολή «Comblex_1.mac» υπολογίζει το μέτρο οποιουδήποτε μιγαδικού αριθμού. 
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Εικόνα 14: Παραπάνω έχουμε μια αναπαράσταση μιγαδικών αριθμών, καθώς και του μέτρου αυτών, στην επιφάνεια εργασίας του Cabri Geometry II Plus. 

Αναπαράσταση των συζυγών μιγαδικών αριθμών

Αν 
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 ένας μιγαδικός αριθμός, τότε ο συζυγής του θα είναι ο 
[image: image5.wmf]i

β

α

-

=

z

. Επομένως στο μιγαδικό επίπεδο ο συζυγής του Μ(α,β) αντιστοιχεί στο διατεταγμένο ζεύγος Μ΄(α,-β), όπου α=Re(z) και β=Im(z). Δηλαδή, ο συζυγής ενός μιγαδικού αριθμού ορίζεται από το συμμετρικό του σημείου Μ(α,β) ή του διανύσματος 
[image: image6.wmf])

,

(

v

β

α

=

r

 ως προς τον χχ΄ άξονα. Στο Cabri Geometry II Plus ο συζυγής του μιγαδικού αριθμού Μ(α,β) μπορεί να προσδιοριστεί με το εργαλείο «Αξονική συμμετρία» και με την εύρεση του συμμετρικού του ως προς τον άξονα χχ΄.
Ο μιγαδικός 
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αναπαρίσταται από το συμμετρικό του σημείου Μ(α,β) ως προς τον άξονα ψψ΄.
Ο μιγαδικός 
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αναπαρίσταται από το συμμετρικό του σημείου Μ(α,β) ως προς την αρχή των αξόνων.

Αναπαράσταση πράξεων μεταξύ μιγαδικών αριθμών στο Cabri Geometry II Plus
Έστω: 
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 δύο μιγαδικοί αριθμοί, 
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 τα διανύσματα που τους αναπαριστούν και Μ1(α1,β1), Μ2(α2,β2) το τέλος των δύο διανυσμάτων (οι εικόνες των μιγαδικών αριθμών στο Cabri Geometry II Plus).

· Πρόσθεση δύο μιγαδικών αριθμών

Αν με το εργαλείο «Πρόσθεση διανυσμάτων» ο χρήστης επιλέξει τα δύο διανύσματα και την αρχή των αξόνων, τότε το διάνυσμα που θα προκύψει θα αναπαριστά το άθροισμα 
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. Συνεπώς το Cabri Geometry II Plus είναι κατάλληλο για την αναπαράσταση του αθροίσματος δύο μιγαδικών αριθμών.

· Αφαίρεση δύο μιγαδικών αριθμών

Για την αναπαράσταση της αφαίρεσης z1-z2 ο χρήστης θα πρέπει πρώτα να αναπαραστήσει τον αντίθετο του z2 και στη συνέχεια το άθροισμα z1+(-z2).
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Εικόνα 15: Το άθροισμα και η διαφορά των μιγαδικών αριθμών z1 και z2.

· Γινόμενο δύο μιγαδικών αριθμών

Το γινόμενο των μιγαδικών αριθμών 
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 είναι ως γνωστόν ο μιγαδικός αριθμός 
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. Ο χρήστης μπορεί να αναπαραστήσει στο Cabri Geometry II Plus το γινόμενο δύο μιγαδικών αριθμών με τη βοήθεια του εργαλείου «Υπολογισμός». Επίσης μπορεί να χρησιμοποιήσει τη μακροεντολή «Comblex_2_pro.mac».
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Εικόνα 16: Το γινόμενο των μιγαδικών αριθμών z1*z2.

· Πηλίκο δύο μιγαδικών αριθμών

Το πηλίκο των μιγαδικών αριθμών 
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. Ο χρήστης μπορεί να αναπαραστήσει στο Cabri Geometry II Plus το πηλίκο δύο μιγαδικών αριθμών, με τη βοήθεια του εργαλείου «Υπολογισμός». Επίσης μπορεί να χρησιμοποιήσει τη μακροεντολή «Comblex_2_div.mac».
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Εικόνα 8: Το πηλίκο των μιγαδικών αριθμών z 1/z2.

Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί γραμμικού και μη γραμμικού συστήματος 

Στις προηγούμενες ενότητες 7 και 8 εξετάστηκαν οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί που ορίζονται από γραμμικά και μη γραμμικά συστήματα στο ΧΨ επίπεδο. Στο μιγαδικό επίπεδο οι μετασχηματισμοί αυτοί εξακολουθούν να υφίστανται και, μάλιστα, να εμφανίζονται υπό τη μορφή γεωμετρικών τόπων. Δηλαδή, στο σχολικό βιβλίο συχνά οι μαθητές αντιμετωπίζουν ερωτήματα του τύπου:
Αν ο μιγαδικός αριθμός z κινείται σε κύκλο, να αποδειχθεί ότι ο w=f(z) ανήκει σε κύκλο ή σε έλλειψη κ.τ.λ.

Στην πραγματικότητα τέτοια θέματα μπορούν να περιγραφούν καλύτερα με τη βοήθεια των μετασχηματισμών που αναλύσαμε στις προηγούμενες ενότητες. 

1.8.3. Οι επιμέρους στόχοι

Στο πλαίσιο αυτού του σεναρίου οι μαθητές αναμένεται:
· Να πειραματιστούν με τις διαδικασίες μετασχηματισμού σημείων του μιγαδικού επιπέδου σε σημεία του μιγαδικού επιπέδου.

· Να διερευνήσουν τη σχέση που έχει το σχήμα-πρότυπο με το σχήμα-εικόνα που προκύπτει από τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.

· Να ορίσουν συγκεκριμένους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς σε βασικά σχήματα, προκειμένου να έχουν ως εικόνες συγκεκριμένα σχήματα.

· Να υπολογίσουν την αλγεβρική έκφραση των σχημάτων-εικόνας που προέρχονται από τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς σε βασικά σχήματα.

· Να αναγνωρίσουν ποια χαρακτηριστικά μεταβάλλονται και ποια διατηρούνται στην εικόνα ενός σχήματος κατά τους παραπάνω μετασχηματισμούς. 

· Να εκφράσουν αλγεβρικά και γεωμετρικά τις διαδικασίες των απλών γεωμετρικών μετασχηματισμών.

1.8.4. Τα εργαλεία και τα μέσα 

Οι μαθητές θα πρέπει να χρησιμοποιήσουν τον υπολογιστή και το λογισμικό Cabri Geometry II Plus. Επίσης, θα χρειαστούν φύλλα εργασίας και πρόχειρο χαρτί στο οποίο θα κρατούν σημειώσεις.
1.8.5. Η αναγκαία προετοιμασία

Οι εκπαιδευτικοί των Μαθηματικών μελετούν τις προτεινόμενες δραστηριότητες, με σκοπό να προσαρμόσουν στη διδακτική ατζέντα και στο σχεδιασμό τους:
· Τα προτεινόμενα φύλλα εργασίας. Ωστόσο, μπορούν να κατασκευάσουν και δικά τους φύλλα εργασίας στα οποία θα διατυπώσουν ερωτήματα ή προβλήματα σχετικά με το αντικείμενο διερεύνησής τους. 

· Τον τρόπο, το χρόνο και τη σειρά διεξαγωγής των προτεινόμενων ή των τροποποιημένων φύλλων εργασίας.

Επίσης σχηματίζουν τις ομάδες των μαθητών, ανάλογα με τις θέσεις κάθε μαθήματος στο εργαστήριο υπολογιστών, και επιλέγουν τους μαθητές των ομάδων είτε τυχαία είτε με βάση τις γνώσεις ή την εμπειρία που έχουν στη χρήση του λογισμικού, τοποθετώντας στις διάφορες ομάδες εκείνους που έχουν μεγαλύτερες ικανότητες. Ιδιαίτερα όταν οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή με κάθε λογισμικό, καλό θα είναι ο εκπαιδευτικός να δημιουργήσει και να δώσει έτοιμο στους μαθητές το αρχείο με το οποίο θα εργαστούν.

1.8.6. Η ροή εφαρμογής 

Δίνεται στους μαθητές έτοιμο το αρχείο math8_2_1.fig του λογισμικού Cabri Geometry II Plus. Στο μικρόκοσμο που θα εμφανιστεί μπορούν να μεταβάλλουν το σημείο Α, προκειμένου να αλλάξουν την παράμετρο λ του μιγαδικού αριθμού z=(2λ-1)+(λ+1)i και να παρακολουθήσουν το γεωμετρικό τόπο του σημείου Μ ή του σημείου Ν που ορίζεται από το μιγαδικό αριθμό w=(2λ-1)+(λ2+1)i.

Ο εκπαιδευτικός μπορεί να επεκτείνει ή να τροποποιήσει τις προτεινόμενες δραστηριότητες, λαμβάνοντας υπόψη και όσες προτείνονται στο βιβλίο του μαθητή. 

1.8.7. Οι διδακτικές οδηγίες και προτάσεις που συνοδεύουν τα φύλλα εργασίας

Προετοιμασία των μαθητών

Ζητήστε από τους μαθητές να σχολιάσουν πριν από την έναρξη της δραστηριότητας και για 5΄ την έννοια του γεωμετρικού τόπου. Επίσης, θα πρέπει με τη βοήθειά σας να εστιάσουν την προσοχή τους στη διαδικασία αντιστοίχισης των σημείων του γεωμετρικού τόπου με την εξίσωση που επαληθεύουν οι συντεταγμένες τους, καθώς και στην ιδιότητα που ορίζει το γεωμετρικό τόπο.

Διαχείριση των εργαλείων του μικρόκοσμου 

Ζητήστε από τους μαθητές:
· Να κινήσουν αργά το σημείο Α και να παρακολουθήσουν την κίνηση του σημείου Μ.

· Να περιγράψουν με δικά τους λόγια τις μεταβολές που παρατηρούν.

Διερευνήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να εκφράσουν μέσα στην ομάδα τους και στην τάξη τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την καμπύλη του γεωμετρικού τόπου:
· Πώς μετακινείται το σημείο Μ, που ορίζει το γεωμετρικό τόπο, όταν μεταβάλλεται το σημείο Α.

· Τι μορφή έχει η καμπύλη του γεωμετρικού τόπου και σε ποια ιδιότητα οφείλεται.

Επίσης, τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την αλγεβρική έκφραση της καμπύλης του γεωμετρικού τόπου:
· Τι καθορίζει ή από τι εξαρτάται το πραγματικό και το φανταστικό μέρος του μιγαδικού αριθμού κάθε φορά.

· Πώς πρέπει να χειριστούν τις δύο εξισώσεις (να κάνουν απαλοιφή της παραμέτρου), για να βρουν τη σχέση του πραγματικού με το φανταστικό μέρος.

Απαντήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να διατυπώσουν τις απαντήσεις τους μέσα στην τάξη. Παρακάτω δίνονται μερικές από τις πιθανές τους απαντήσεις:

Διερεύνηση 1

(α)
Θα απαντήσουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι μια ευθεία.

(β)
Θα κάνουν απαλοιφή της παραμέτρου λ και θα βρουν ότι το πραγματικό μέρος χ και το φανταστικό μέρος ψ του μιγαδικού αριθμού επαληθεύουν την εξίσωση 2ψ-χ=3. Έτσι θα συμπεράνουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι η ευθεία ψ=(χ+3)/2.

Διερεύνηση 2 

(α)
Θα απαντήσουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι μια παραβολή.

(β)
Θα κάνουν απαλοιφή της παραμέτρου λ και θα βρουν ότι το πραγματικό μέρος χ και το φανταστικό μέρος ψ του μιγαδικού αριθμού επαληθεύουν την εξίσωση 
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. Έτσι θα συμπεράνουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι η παραβολή: 


[image: image24.wmf]4

5

2

x

4

x

2

+

+

=

ψ


1.8.8. Προτάσεις επέκτασης ή διαφοροποίησης των δραστηριοτήτων

1. Μπορείτε να αναπαραστήσετε στο Cabri Geometry II Plus το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών αριθμών z=(λ-1)+(1-2λ2)i;

2. Μπορείτε να αναπαραστήσετε στο Cabri Geometry II Plus το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών αριθμών z=(λ2-1)+(1-2λ2)i;

3. Μπορείτε να αναπαραστήσετε στο Cabri Geometry II Plus το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών αριθμών z=(λ2+1)+(1-2λ)i;

4. Μπορείτε να αναπαραστήσετε στο Cabri Geometry II Plus το γεωμετρικό τόπο των μιγαδικών αριθμών z=(λ-1)+(1-2λ3)i;

5. Μπορείτε να εξετάσετε τι αλλάζει και τι όχι κατά το μετασχηματισμό γραμμικού συστήματος τύπου Ι της ευθείας ψ=-2;

6. Μπορείτε να εξετάσετε τι αλλάζει και τι όχι κατά το μετασχηματισμό γραμμικού συστήματος τύπου Ι της ευθείας χ=1;

7. Μπορείτε να εξετάσετε τι αλλάζει και τι όχι κατά το μετασχηματισμό γραμμικού συστήματος τύπου Ι της ευθείας ψ=χ και ψ=-χ;

8. Μπορείτε να τρέξετε τη μακροεντολή «Comblex_Lin.mac» και με βάση τις οδηγίες που δίνονται στη «Βοήθεια» να ορίσετε ένα μετασχηματισμό γραμμικού συστήματος τύπου Ι σε ένα πολύγωνο, όπως περιγράφεται παρακάτω; Στη συνέχεια μπορείτε με τη βοήθεια του Cabri Geometry II Plus να σχεδιάσετε έναν ίδιο μετασχηματισμό; Παρακάτω δίνονται οι οδηγίες χρήσης των μακροεντολών για το σχεδιασμό του αρχείου:

· Εμφανίστε τους άξονες.

· Με την εντολή «Άνοιγμα» ανοίξτε τη μακροεντολή «Comblex_Lin1.mac».

· Επιλέξτε το εργαλείο «Πολύγωνο» και σχεδιάστε ένα πολύγωνο. Ωστόσο, μπορείτε να επιλέξετε κάποιο άλλο εργαλείο και να σχεδιάσετε ένα οποιοδήποτε σχήμα.

· Σχεδιάστε ένα σημείο στην περίμετρο του πολυγώνου ή του σχήματος που σχεδιάσατε.

· Επιλέξτε το εικονίδιο της μακροεντολής.

· Επιλέξτε με τη σειρά: τους άξονες, την αρχή των αξόνων, το σημείο, τους αριθμούς. Κάντε αριστερό κλικ στην επιφάνεια εργασίας.

· Με τους δύο αριθμούς που εμφανίζονται σε στήλη κάντε τις εξής ενέργειες: (α) Μεταφέρετε την αρχή των αξόνων στον άξονα χχ΄ κατά τον πρώτο αριθμό της στήλης. (β) Μεταφέρετε την αρχή των αξόνων στον άξονα ψψ΄ κατά το δεύτερο αριθμό της στήλης. (γ) Φέρτε κάθετες από τα σημεία που ορίσατε με τη μεταφορά μέτρησης προς τους δύο άξονες. (δ) Ορίστε το σημείο τομής τους. (ε) Με το εργαλείο «Γεωμετρικός τόπος» επιλέξτε το τελευταίο σημείο που ορίσατε και κατόπιν το σημείο του πολυγώνου. (στ) Με το εργαλείο «Απόκρυψη» αποκρύψτε όσα αντικείμενα δεν χρειάζονται στην επιφάνεια εργασίας.
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Εικόνα 10: Παραπάνω εμφανίζεται ένα στιγμιότυπο απο το μετασχηματισμό ενός τετραγώνου με τη βοήθεια του γραμμικού μετασχηματισμού.
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