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Το Πείραμα στα Μαθηματικά –Διαφορικός λογισμός

Οργάνωση της τάξης                                                
   Οι προτεινόμενες δραστηριότητες έχουν σχεδιαστεί να διεξαχθούν στο εργαστήριο υπολογιστών, όπου οι  μαθητές χωρισμένοι σε ομάδες των 2-3 ατόμων, δουλεύουν μπροστά στον υπολογιστή. Κάθε ομάδα συμπληρώνει τα φύλλα εργασίας και καταγράφει τη μέθοδο επίλυσης που ακολούθησε .

Τι κάνει ο εκπαιδευτικός

  Ο εκπαιδευτικός μοιράζει στις ομάδες τα φύλλα εργασίας. Εάν θέλει, μπορεί να συντάξει  δικά του προβλήματα σύμφωνα με το επίπεδο της τάξης του. Αρχικά, ζητά από τους μαθητές να διαβάσουν καλά το πρόβλημα που υπάρχει στο φύλλο εργασίας, ώστε να το κατανοήσουν. Κατά τη διάρκεια της λύσης του αρχικού προβλήματος, ο εκπαιδευτικός προτρέπει τους μαθητές να εφευρίσκουν και να δοκιμάζουν διάφορες στρατηγικές επίλυσης, θέτει κατάλληλες ερωτήσεις και τους ενθαρρύνει να συνεχίσουν την προσπάθεια που ξεκίνησαν. Χρησιμοποιεί τα λάθη των μαθητών για αναστοχασμό και ανατροφοδότηση. Συζητά με τους μαθητές και προσπαθεί παίζοντας το ρόλο του συνερευνητή να εκμαιεύσει νέες ιδέες. Προτρέπει τους μαθητές να συζητούν στο πλαίσιο της ομάδας τους τη διαδικασία λύσης και τα αποτελέσματα και να σημειώνουν τις παρατηρήσεις και τα συμπεράσματά τους στο φύλλο εργασίας. Στη συνέχεια, ζητά από τους μαθητές να διατυπώσουν και να λύσουν  παρόμοια προβλήματα, να εξαγάγουν γενικά  συμπεράσματα που προκύπτουν από την επίλυση των προβλημάτων, να καταγράψουν τα συμπεράσματά τους στο φύλλο εργασίας και να τα παρουσιάσουν στην τάξη. Καλό θα ήταν, πριν από την εφαρμογή μίας δραστηριότητας μέσα στην τάξη, ο εκπαιδευτικός να την υλοποιήσει με το λογισμικό βήμα προς βήμα έχοντας μπροστά του το φύλλο εργασίας. Με αυτό τον τρόπο, έχει τη δυνατότητα να αξιολογήσει τις παρεχόμενες διδακτικές οδηγίες και να τις  τροποποιήσει ανάλογα με το επίπεδο και τις δυνατότητες των μαθητών της τάξης.

Μια πιθανή πορεία και εξέλιξη της διδασκαλίας
   Η εφαρμογή του σχεδίου διδασκαλίας στην τάξη είναι πιθανό να επιφυλάσσει ενδιαφέρουσες εκπλήξεις που μπορεί να προέρχονται από απρόσμενες διαδικασίες λύσης,  ασυμβατότητες ή ελλείψεις των φύλλων εργασίας σύμφωνα με την εξέλιξη της διαδικασίας. Ωστόσο μια πιθανή πορεία και εξέλιξη της εφαρμογής του σχεδίου στην τάξη μπορεί να είναι η εξής: 

1PηP Φάση 

  Οι μαθητές  παρατηρούν το αρχείο εργασίας (μικρόκοσμο) που τους δίνεται στον υπολογιστή και μελετούν το ερώτημα που υπάρχει στο φύλλο εργασίας. Οι μαθητές προσπαθούν μόνοι τους να αντιμετωπίσουν το ερώτημα που τους τέθηκε στο φύλλο εργασίας.

2PηP Φάση 

 Ο εκπαιδευτικός παρακολουθεί την πορεία των μαθητών και εάν κάποια ομάδα δυσκολεύεται στην επίλυση του προβλήματος και δεν μπορεί να προχωρήσει, τότε μπορεί να ενθαρρύνει την ομάδα με διερευνητικές ερωτήσεις του τύπου:

 Α) Ποιες προϋποθέσεις πρέπει να ικανοποιούνται ώστε να ισχύει το θεώρημα Rolle;

 Β) Πότε μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη σ΄ ένα διάστημα Δ;

 Γ) Πότε μια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο χο;

  3PηP Φάση 

Ο εκπαιδευτικός επιλέγει ένα μαθητή από κάθε ομάδα να παρουσιάσει σε ολόκληρη την τάξη τη λύση  που πρότεινε η ομάδα του, τα συμπεράσματά της και τις παρατηρήσεις της. Όλη η τάξη συζητά  τις διαφορετικές προσεγγίσεις επίλυσης του προβλήματος.
Κυρτότητα συνάρτησης
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Σχήμα 9: κυρτότητα συνάρτησης 
  Η σελίδα αυτή προσφέρεται για να κατανοήσουν οι μαθητές/τριες το θεώρημα  του διαφορικού λογισμού, που αναφέρεται στην κυρτότητα μιας συνάρτησης. Για το σκοπό αυτό τους δίνεται η γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής παραμετρικής συνάρτησης μέχρι 3ου βαθμού και της δεύτερης παραγώγου αυτής. Επίσης, δίνεται ένα μεταβλητό σημείο x0 του άξονα χ΄χ και οι αντίστοιχες τιμές της συνάρτησης f(x0) και της δεύτερης παραγώγου f΄΄(x0). 

 Οι μαθητές/τριες έχουν τη δυνατότητα να μετακινούν τη θέση του μεταβλητού σημείου του άξονα χ΄χ με τετμημένη x0 και να παρατηρούν το πρόσημο της τιμής της δεύτερης παραγώγου f΄΄(x0). Οι μαθητές/τριες θα πειραματιστούν και θα  διαπιστώσουν μόνοι τους  ότι: για ένα διάστημα Δ στο οποίο η συνεχής συνάρτηση f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο εσωτερικό του Δ, εάν ισχύει f΄΄(x)>0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f  είναι κυρτή στο Δ, ενώ εάν ισχύει f΄΄(x)<0 για κάθε εσωτερικό σημείο x του Δ, τότε η f  είναι κοίλη στο Δ. 

   Από τους/τις μαθητές/τριες ζητείται να  μετακινήσουν τα σημεία Α, Β, Γ και Δ, ώστε οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ να πάρουν συγκεκριμένες τιμές και στη συνέχεια να συσχετίσουν τo πρόσημο των τιμών της συνάρτησης f΄΄ με την κυρτότητα της συνάρτησης f. Ακόμη, καλούνται να αποδείξουν τις παρατηρήσεις τους κάνοντας χρήση του αντίστοιχου θεωρήματος της κυρτότητας συνάρτησης.

Παρατηρήσεις
· Για την καλύτερη εμφάνιση των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων, παρουσιάζονται σε ορθογώνιο σύστημα αξόνων.

· Ενδέχεται να υπάρχουν αποκλίσεις στις τιμές των παραμέτρων, οι οποίες οφείλονται στις στρογγυλοποιήσεις των υπολογισμών του Η/Υ. 
  Οι μαθητές/τριες πειραματιζόμενοι/ες καλούνται να λύσουν τις παρακάτω ασκήσεις: 

Πειραματισμοί - Ασκήσεις 

1. Μετατοπίστε τα άκρα Α, Β, Γ, Δ των ευθύγραμμων τμημάτων, ώστε οι  τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ να είναι α=0, β=1, γ=1, δ=-1. Παρατηρήστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, f΄΄ και προσπαθήστε να κάνετε έναν πίνακα προσήμων της f΄΄, για το είδος της κυρτότητας της f και προσπαθήστε να απαντήσετε στην ερώτηση:

 Ποιο είναι το είδος της κυρτότητας της f όταν ισχύει f΄΄(χ)>0 για κάθε χ є R;
2. Κάνοντας χρήση του θεωρήματος της κυρτότητας μιας συνάρτησης, να προσδιορίσετε την κυρτότητα της συνάρτησης f(x)=χ2+χ-1.

3. Μετατοπίστε τα άκρα Α, Β, Γ, Δ των ευθύγραμμων τμημάτων, ώστε οι  τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ να είναι α=0, β=-1, γ=1, δ=1. Παρατηρήστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, f΄΄ και προσπαθήστε να κάνετε έναν πίνακα προσήμων της f΄΄, για το είδος της κυρτότητας της f και προσπαθήστε να απαντήσετε στην ερώτηση:

 Ποιο είναι το είδος της κυρτότητας της f όταν ισχύει f΄΄(χ)<0 για κάθε χє R;
4. Κάνοντας χρήση του θεωρήματος της κυρτότητας μιας συνάρτησης, να προσδιορίσετε την κυρτότητα της συνάρτησης f(x)=-χ2+χ+1.

5. Μετατοπίστε τα άκρα Α, Β, Γ, Δ των ευθύγραμμων τμημάτων, ώστε οι  τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ να είναι α=-1, β=0, γ=3, δ=0. Παρατηρήστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f, f΄΄ και προσπαθήστε να κάνετε έναν πίνακα προσήμων της f΄΄ και της κυρτότητας της f; 
6. Κάνοντας χρήση του θεωρήματος της κυρτότητας μιας συνάρτησης, να προσδιορίσετε την κυρτότητα της συνάρτησης f(x)= -χ3+3χ.

Σχόλιο: Με τις  ασκήσεις 1, 3, 5 αναμένεται οι μαθητές/τριες, να συσχετίσουν το πρόσημο των τιμών της συνάρτησης f΄΄ με την κυρτότητα της συνάρτησης f, όταν γνωρίζουν τη γραφική παράσταση αυτής, ενώ με τις ασκήσεις 2, 4, 6 τους ζητείται να αποδείξουν με μαθηματικό τρόπο τις παρατηρήσεις τους, κάνοντας χρήση του θεωρήματος της κυρτότητας συνάρτησης.
Επέκταση : 

Προτείνεται ο εκπαιδευτικός να ζητήσει από τους/τις μαθητές/τριες να εξετάσουν εάν ισχύει το αντίστροφο του θεωρήματος. 
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