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Το Πείραμα στα Μαθηματικά –Διαφορικός λογισμός

Δραστηριότητα 2η
Περιγραφή 

   Στο περιβάλλον του λογισμικού υπάρχουν: ένα χρονόμετρο, ένα αντικείμενο (προϊόν), το πρόβλημα, δύο μεταβλητά ευθύγραμμα τμήματα AΓ και ΓΒ, ένα σταθερό ευθύγραμμο τμήμα ΔΕ, οι μετρήσεις των μηκών των ευθύγραμμων τμημάτων και ένα κουμπί για τη λειτουργία του μικρόκοσμου,  Σχήμα 1. 
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Σχήμα 1: Δραστηριότητα 2η
    Οι μαθητές/τριες καλούνται να επιλύσουν το παρακάτω πρόβλημα:

    Στη  μηχανή παραγωγής ενός εργοστασίου ένα προϊόν κάνει τη διαδρομή ΑΓΒ, αφού περάσει πρώτα από έλεγχο στη θέση Γ. Να προσδιοριστεί η θέση του σημείου Γ πάνω στην  ΔΕ, όπου πρέπει να τοποθετηθεί ο έλεγχος, ώστε το προϊόν να κάνει τη διαδρομή στον ελάχιστο δυνατό χρόνο, αν γνωρίζετε ότι το προϊόν κάνει τη διαδρομή ΓΒ με την ίδια ταχύτητα με την οποία  κάνει και τη διαδρομή ΑΓ. 

Δίνονται: ΑΔ= 60 cm,  ΔΕ= 100 cm, ΕΒ=40 cm. 

Στοχοθεσία:
Η προστιθέμενη αξία αυτής της δραστηριότητας  συνίσταται στο ότι οι μαθητές/τριες: 

· μπορούν να πειραματισθούν σχετικά με τις διάφορες θέσεις του μεταβλητού σημείου Γ και του χρόνου που απαιτείται για να εκτελέσει τη διαδρομή ΑΓΒ το προϊόν. 
· θα αξιοποιήσουν τα δεδομένα ενός προβλήματος, ώστε να δημιουργήσουν μια κατάλληλη συνάρτηση, την οποία μελετώντας θα μπορέσουν να επιλύσουν το πρόβλημα.

· θα μελετήσουν τις μαθηματικές έννοιες που συνδέουν τα προβλήματα μεγιστοποίησης και ελαχιστοποίησης με το γράφημα της αντίστοιχης συνάρτησης.
· θα εργαστούν τόσο σε πρακτικό επίπεδο όσο και σε θεωρητικό, καθώς αφενός θα πειραματιστούν με τη βοήθεια του λογισμικού και αφετέρου θα αποδείξουν με μαθηματικό τρόπο τις παρατηρήσεις τους. 
Ενδεικτική διδακτική προσέγγιση:
   Στους/στις μαθητές/τριες δίνεται η δυνατότητα να μετακινήσουν το σημείο Γ, να αξιοποιήσουν το κουμπί του μικρόκοσμου με την ετικέτα «παρουσίαση» και να μετρήσουν το χρόνο που χρειάζεται, για να μετακινηθεί το προϊόν από τη θέση Α στη θέση Β.  Έτσι, θα διαπιστώσουν ότι υπάρχει μια θέση του σημείου Γ για την οποία ο χρόνος που απαιτείται, για να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ γίνεται ελάχιστος. 
 Από τους μαθητές ζητείται αρχικά να αντιληφθούν ότι, προκειμένου να ελαχιστοποιηθεί ο χρόνος που διαρκεί η κίνηση αρκεί να ελαχιστοποιηθεί το μήκος της διαδρομής ΑΓΒ. Στη συνέχεια, οι μαθητές/τριες καλούνται να  δημιουργήσουν έναν πίνακα τιμών της συνάρτησης που συνδέει το χρόνο που απαιτείται να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ  με τη θέση του σημείου Γ. Ακόμη, ζητείται να αναπαρασταθεί γραφικά η παραπάνω συνάρτηση, της οποίας δε γνωρίζουμε τον τύπο. Με τις δύο παραπάνω αναπαραστάσεις της ζητούμενης συνάρτησης, οι μαθητές/τριες διαπιστώνουν ότι η συνάρτηση παίρνει ελάχιστη τιμή, την οποία μπορούν να προσδιορίσουν κατά προσέγγιση, καθώς και σε ποια θέση συμβαίνει αυτό. 

 Στη συνέχεια, οι μαθητές προτρέπονται να βρουν τον τύπο κατάλληλης συνάρτησης, για να αποδείξουν τις παρατηρήσεις τους. Εάν οι μαθητές/τριες συναντήσουν δυσκολία,  τότε προτείνεται ο εκπαιδευτικός να τους καθοδηγήσει, υποβάλλοντας βοηθητικές ερωτήσεις. 

    Αφού οι μαθητές/τριες δημιουργήσουν τη συνάρτηση t, τους ζητείται να προσδιορίσουν τη θέση, στην οποία παρουσιάζει ελάχιστο.

   Οι μαθητές/τριες κάνοντας κλικ στο κουμπί με την ετικέτα «σελίδα 2η», έχουν τη δυνατότητα να μελετήσουν τη δεύτερη σελίδα του αρχείου, Σχήμα 2. 
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Σχήμα 2: σελίδα 2η
 Στη σελίδα αυτή υπάρχουν: η γραφική παράσταση της συνάρτησης t, το μεταβλητό ευθύγραμμο τμήμα με ένα άκρο το σημείο Α, το μεταβλητό σημείο x0 και οι μετρήσεις t(χ0) και υ. Οι μαθητές/τριες μπορούν να μετακινήσουν το άκρο Α του ευθύγραμμου τμήματος, για να αλλάξει η τιμή της ταχύτητας κίνησης του προϊόντος. Επίσης, μετακινώντας το μεταβλητό σημείο x0, μπορούν να παρατηρήσουν την αντίστοιχη τιμή της συνάρτησης και να προσδιορίσουν  τη θέση του σημείου x0 στην οποία η συνάρτηση παρουσιάζει ελάχιστο.

Παρατήρηση

  Το πρόβλημα αυτό μπορεί να λυθεί από τους/τις μαθητές/τριες γεωμετρικά, δηλαδή να θεωρήσουν  το συμμετρικό του σημείου Β ως προς την ΔΕ και να εφαρμόσουν την τριγωνική ανισότητα.
Επέκταση : 

· Ο εκπαιδευτικός έχει τη δυνατότητα να ζητήσει από τους μαθητές/τριες να επιλύσουν το ίδιο πρόβλημα, αλλά το προϊόν να κινείται με διαφορετικές ταχύτητες στις διαδρομές ΑΓ και ΓΒ (όπως είναι στην 3η σελίδα  του αρχείου). 

· Ο εκπαιδευτικός με αφετηρία αυτό το πρόβλημα, μπορεί να ζητήσει από τους/τις μαθητές/τριες να λύσουν και άλλα παρόμοια προβλήματα. Για παράδειγμα μπορεί να αλλάξει τις θέσεις των σημείων Α και Β, ώστε να προκύψουν διαφορετικά προβλήματα (όπως είναι στην 4η σελίδα  του αρχείου).
Το φύλλο εργασίας των μαθητών/τριων έχει ως εξής:

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΜΑΘΗΤΩΝ /ΤΡΙΩΝ

Πρόβλημα
  Στη  μηχανή παραγωγής ενός εργοστασίου ένα προϊόν κάνει τη διαδρομή ΑΓΒ, αφού περάσει πρώτα από έλεγχο στη θέση Γ. Να προσδιοριστεί η θέση του σημείου Γ πάνω στη  ΔΕ, όπου πρέπει να τοποθετηθεί ο έλεγχος, ώστε το προϊόν να κάνει τη διαδρομή στον ελάχιστο δυνατό χρόνο, αν γνωρίζετε ότι το προϊόν κάνει τη διαδρομή ΓΒ με την ίδια ταχύτητα με την οποία  κάνει και τη διαδρομή ΑΓ. 
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Δίνονται: ΑΔ= 60 cm ,  ΔΕ= 100 cm , ΕΒ=40 cm.

1.  Μετατοπίστε το σημείο Γ σε διάφορες θέσεις του ευθύγραμμου τμήματος ΔΕ, κάντε κλικ στο κουμπί με την ετικέτα “παρουσίαση“ και παρατηρήστε το χρονόμετρο που υπάρχει στο λογισμικό. Κάντε έναν πίνακα τιμών του μήκους ΔΓ και του χρόνου που απαιτείται για να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ. Τι διαπιστώνετε;

Απάντηση

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Σχόλιο: Αναμένεται οι μαθητές/τριες να αντιληφθούν ότι ο χρόνος που απαιτείται να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ μεταβάλλεται ανάλογα με τη θέση του σημείου Γ και επομένως να έχουν μια πρώτη ένδειξη για το πότε ο χρόνος γίνεται ελάχιστος. 

2.  Γνωρίζετε ότι το προϊόν εκτελεί τη διαδρομή ΑΓΒ με σταθερή ταχύτητα και ζητάτε να ελαχιστοποιηθεί ο χρόνος που απαιτείται για να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή. Τι θα πρέπει να ελαχιστοποιήσετε;

Απάντηση

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
Σχόλιο: Αναμένεται οι μαθητές/τριες να αντιληφθούν ότι αφού ο χρόνος είναι ανάλογος με το μήκος της διαδρομής (δεδομένου ότι η ταχύτητα κίνησης του προϊόντος είναι σταθερή), θα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί το μήκος της διαδρομής ΑΓΒ. 

3. Για να γίνει λοιπόν ελάχιστος ο χρόνος που  απαιτείται, για να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ, θα πρέπει να ελαχιστοποιήσετε το μήκος της διαδρομής ΑΓΒ. Κάντε πινακοποίηση των τιμών του μήκους ΔΓ και του μήκους της διαδρομής ΑΓΒ. 

Για να κάνετε πινακοποίηση των τιμών του μήκους ΔΓ και του μήκους της διαδρομής ΑΓΒ ακολουθήστε την εξής διαδικασία:

1. επιλέξτε διαδοχικά τη μέτρηση ΔΓ και τη μέτρηση ΑΓ+ΓΒ
2. κάντε κλικ στην επιλογή Γράφημα του μενού

3. στο αναδυόμενο μενού κάντε κλικ στην επιλογή Πινακοποίηση
4. μετακινήστε το σημείο Γ σε κάποια άλλη θέση και κάντε διπλό κλικ πάνω στον εμφανιζόμενο πίνακα.

5. επαναλάβετε τη διαδικασία του 4ου βήματος όσες φορές θέλετε.
Μετατοπίστε τον πίνακα που δημιουργήσατε σε κατάλληλη θέση και μελετήστε τον, τι διαπιστώνετε;

Απάντηση

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
 Σχόλιο: Έτσι οι μαθητές/τριες θα έχουν ένα πίνακα τιμών των δύο μεγεθών, που εμπλέκονται στη μελέτη του προβλήματος και θα  τον εξετάσουν. 

4. Αναπαραστήστε γραφικά τη μεταβολή του μήκους της διαδρομής ΑΓΒ σε σχέση με το μήκος του ευθυγράμμου τμήματος  ΔΓ.
Για να κάνετε την παραπάνω γραφική παράσταση ακολουθήστε την εξής διαδικασία:

1.  επιλέξτε διαδοχικά τη μέτρηση ΔΓ  και τη μέτρηση ΑΓ+ΓΒ
2.  κάντε κλικ στην επιλογή Γράφημα  του μενού

3. στο αναδυόμενο μενού κάντε κλικ στην επιλογή Αποτύπωση με (x,ψ)
4. με επιλεγμένο το σημείο που εμφανίζεται επιλέξτε το σημείο Γ.

5  κάντε κλικ στην επιλογή Κατασκευή του μενού

3. στο αναδυόμενο μενού κάντε κλικ στην επιλογή Γεωμετρικού τόπου. 
 Αλλάξτε τη μονάδα μέτρησης των αξόνων ώστε να μπορείτε να παρατηρείτε ολόκληρο το σχήμα.

 Για να αλλάξετε τη μονάδα μέτρησης μετατοπίστε το σημείο του άξονα χ΄χ με το γαλάζιο χρώμα, που βρίσκεται δεξιά της αρχής των αξόνων. 
Μετατοπίστε το σύστημα των αξόνων ώστε να μπορείτε να παρατηρείτε με ευχέρεια το σχήμα.

Για να μετατοπίσετε το σύστημα των αξόνων, μετατοπίστε την αρχή των αξόνων
Μετατοπίστε τώρα το σημείο Γ και προσπαθήστε να προσδιορίσετε τη θέση του ώστε η διαδρομή ΑΓΒ να έχει ελάχιστο μήκος. 

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
Σχόλιο: Με την παραπάνω αναπαράσταση, οι μαθητές/τριες διαπιστώνουν ότι η μεταβολή του μήκους της διαδρομής ΑΓΒ σε σχέση με το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος  ΔΓ παίρνει ελάχιστη τιμή, την οποία μπορούν να προσδιορίσουν κατά προσέγγιση, καθώς και τη θέση στην οποία συμβαίνει αυτό. 
5.     Προσπαθήστε τώρα να προσδιορίσετε τον τύπο μίας συνάρτησης που να εκφράζει  το χρόνο που απαιτείται να εκτελέσει το προϊόν τη διαδρομή ΑΓΒ σε σχέση με το μήκος ΔΓ.

Απάντηση

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
 Σχόλιο:  Επειδή θα ζητηθεί από τους/τις μαθητές/τριες,  να αποδείξουν με μαθηματικό τρόπο τις προηγούμενες παρατηρήσεις τους, χρειάζεται να δημιουργήσουν κατάλληλη συνάρτηση. 
6.   Προσπαθήστε τώρα να προσδιορίσετε το ελάχιστο της συνάρτησης που δημιουργήσατε. 
Απάντηση

……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………… 
Σχόλιο:  Με αυτό τον τρόπο, οι μαθητές/τριες  θα αποδείξουν με μαθηματικό τρόπο τις αρχικές παρατηρήσεις τους. 
Προτεινόμενες  δραστηριότητες:

1η  Στη  μηχανή παραγωγής ενός εργοστασίου ένα προϊόν κάνει τη διαδρομή ΑΓΒ, αφού περάσει πρώτα από έλεγχο στη θέση Γ. Να προσδιοριστεί η θέση του σημείου Γ πάνω στη  ΔΕ, όπου πρέπει να τοποθετηθεί ο έλεγχος, ώστε το προϊόν να κάνει τη διαδρομή στον ελάχιστο δυνατό χρόνο, αν γνωρίζετε ότι το προϊόν κάνει τη διαδρομή ΓΒ με τριπλάσια ταχύτητα από αυτή με την οποία κάνει τη διαδρομή ΑΓ. 

Δίνονται: ΑΔ= 60 cm , ΔΕ= 100 cm ,ΕΒ=40 cm. 

(κάντε κλικ στο κουμπί με την ετικέτα  «σελίδα 3η» του αρχείου) 
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2η  Στη  μηχανή παραγωγής ενός εργοστασίου ένα προϊόν κάνει τη διαδρομή ΑΓΒ, αφού περάσει πρώτα από έλεγχο στη θέση Γ. Να προσδιοριστεί η θέση του σημείου Γ πάνω στη ΔΒ, όπου πρέπει να τοποθετηθεί ο έλεγχος, ώστε το προϊόν να κάνει τη διαδρομή στον ελάχιστο δυνατό χρόνο, αν γνωρίζετε ότι το προϊόν κάνει τη διαδρομή ΓΒ με τριπλάσια ταχύτητα από αυτή με την οποία κάνει τη διαδρομή ΑΓ. 

  Δίνονται: ΑΔ= 50cm , ΔΒ= 100cm
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(κάντε κλικ στο κουμπί με την ετικέτα  «σελίδα 4η» του αρχείου)

































Έργο ΠΛΕΙΑΔΕΣ/Νηρηίδες, Γ’ ΚΠΣ
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