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Το Πείραμα στα Μαθηματικά –Διαφορικός λογισμός

Δραστηριότητα 5η
Περιγραφή 
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  Στο περιβάλλον του λογισμικού υπάρχουν οι γραφικές παραστάσεις της συνάρτησης f(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ (η κόκκινη καμπύλη)  και της αντίστοιχης παραγώγου (η πράσινη καμπύλη) Σχήμα 1. 

Σχήμα 1: Δραστηριότητα 5η
  Από τους/τις μαθητές/τριες ζητείται λύσουν και να διερευνήσουν το παρακάτω πρόβλημα:

  Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ   και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα Α, Β, Γ, Δ των ευθύγραμμων τμημάτων, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα ώστε η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) να  είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-∞, 1],

β) να  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [1, +∞),

γ) να έχει ελάχιστο το -2 για χ=1.

1) Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ που προσδιορίσατε;

2) Γιατί υπάρχουν περισσότερες από μία τιμές των παραμέτρων για τις οποίες πληρούνται οι παραπάνω συνθήκες; 
Στοχοθεσία:

  Η προστιθέμενη αξία αυτής της δραστηριότητας συνίσταται στο ότι οι μαθητές/τριες πειραματιζόμενοι: 

· θα διερευνήσουν την έννοια της μονοτονίας, σε σχέση με τις τιμές των παραμέτρων και το πρόσημο της f΄.
· θα διερευνήσουν τις σχέσεις μεταξύ των παραμέτρων β, γ, δ ώστε η συνάρτηση να παρουσιάζει ακρότατο.
· θα μελετήσουν την έννοια των τοπικών ακροτάτων σε σχέση με τη ρίζα της παραγώγου συνάρτησης.
Ενδεικτική Διδακτική προσέγγιση:

   Οι μαθητές/τριες μπορούν, μετακινώντας τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ και Δ, να αλλάζουν τις τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ αντίστοιχα και να παρατηρούν τις αλλαγές που συμβαίνουν στη γραφική παράσταση της συνάρτησης. Σε μία πρώτη φάση, ζητείται από τους/τις μαθητές/τριες πειραματιζόμενοι/ες με το λογισμικό να διαπιστώσουν τις αλλαγές που επέρχονται στη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  και έπειτα να αποδείξουν με μαθηματικό τρόπο τις διαπιστώσεις τους. 

Το φύλλο εργασίας των μαθητών / τριών έχει ως εξής:

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ ΜΑΘΗΤΩΝ / ΤΡΙΩΝ
1. Διατηρώντας σταθερές τις τιμές των β, γ, δ να μεταβάλετε τις τιμές του μεταβολέα α. Παρατηρήστε και σημειώστε για ποια τιμή του α η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄  τέμνει τον x΄x σε ένα μόνο σημείο;

Απάντηση

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Σχόλιο: Οι μαθητές/τριες θα διαπιστώσουν ότι όταν α ( 0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ είναι παραβολή (δηλ. τέμνει σε δύο σημεία τον x΄x), ενώ αν α=0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ είναι ευθεία και τέμνει τον x΄x σε ένα μόνο σημείο. Συνεπώς, μπορεί να διαπιστωθεί ότι η f΄ έχει μόνο μια ρίζα, εκατέρωθεν της οποίας η f΄ αλλάζει πρόσημο.

2. Να υπολογίσετε τον τύπο της παραγώγου f΄ και στη συνέχεια να αποδείξετε ότι μόνο όταν α=0 η παράγωγος είναι πρωτοβάθμια συνάρτηση, συνεπώς έχει μια και μοναδική ρίζα, εκατέρωθεν της οποίας αλλάζει το πρόσημό της. 

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

 Σχόλιο: Οι μαθητές/τριες θα υπολογίσουν 
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 και θα διαπιστώσουν ότι όταν α ( 0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ είναι παραβολή (δηλ. μπορεί να τέμνει σε δύο σημεία τον x΄x), ενώ αν α=0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ είναι ευθεία και τέμνει πάντοτε τον x΄x σε ένα σημείο. Έτσι, μπορεί να συναχθεί το συμπέρασμα ότι η συνάρτηση f΄ έχει μόνο μια ρίζα, εκατέρωθεν της οποίας η f΄ αλλάζει πρόσημο.

3. Στο περιβάλλον του λογισμικού να θέσετε α = 0, β σταθερό (π.χ β = 1) και δ σταθερό αριθμό δικής σας επιλογής. Στη συνέχεια μεταβάλλοντας την τιμή του γ, προσπαθήστε να προσδιορίσετε για ποια τιμή του η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ διέρχεται από το σημείο (1,0).

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Σχόλιο: Οι μαθητές/τριες θα διαπιστώσουν ότι υπάρχει μοναδική τιμή του γ (γ=-2) για την οποία η Cf διέρχεται από το (1, 0), δηλ. η f΄ έχει ρίζα τον αριθμό 1 και εκατέρωθεν του 1 αλλάζει πρόσημο. Έτσι επιτυγχάνουν να είναι η συνάρτηση f γνησίως φθίνουσα στο (-(, 1] και γνησίως αύξουσα στο [1, +(), ανάλογα με το πρόσημο της συνάρτησης f΄.

4. Στο περιβάλλον του λογισμικού με σταθερές τις προηγούμενες τιμές που θέσατε στα α, β, γ, να μεταβάλετε την τιμή του δ έτσι ώστε η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f να είναι το –2 όταν χ=1.
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Σχόλιο: Οι μαθητές/τριες θα διαπιστώσουν ότι για α=0, β=1, γ=-2 και δ=-1 η ελάχιστη τιμή της συνάρτησης f είναι το –2, όταν χ=1.

5. Να αποδείξετε ότι για α=0, β=1, η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ διέρχεται από το (1, 0) και παρουσιάζει ελάχιστο  στο x=1 το f(1)= -2, όταν γ=-2 και δ=-1.
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
6. Να επαναλάβετε τα προηγούμενα βήματα 3 και 4 μεταβάλλοντας τις τιμές του β.

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
Σχόλιο: έτσι οι μαθητές/τριες μπορούν να διαπιστώσουν ότι για κάθε τιμή του β υπάρχουν αντιστοίχως μοναδικές τιμές των γ και δ για τις οποίες η f παρουσιάζει ελάχιστο το –2 όταν χ=1.

7. Καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι για α=0 η γραφική παράσταση της συνάρτησης f΄ είναι ευθεία και τέμνει τον x΄x σε ένα σημείο εκατέρωθεν του οποίου αλλάζει το πρόσημό της, συνεπώς και η μονοτονία της συνάρτησης f. Να αποδείξετε με μαθηματικό τρόπο τις παραπάνω διαπιστώσεις με α=0 ακολουθώντας τα εξής βήματα: 

i. Να εκφράσετε το γ ως συνάρτηση του β έτσι ώστε η f να παρουσιάζει ελάχιστο για χ=1.
ii. Να εκφράσετε το δ ως συνάρτηση του β ώστε το παραπάνω ελάχιστο να ισούται με –2.

………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

Σχόλιο: Με τη συγκεκριμένη άσκηση οι μαθητές/τριες θα διαπιστώσουν ότι υπάρχουν άπειρες συναρτήσεις που ικανοποιούν τις ζητούμενες συνθήκες, ενώ παράλληλα θα εμπεδώσουν και τις έννοιες της μονοτονίας της συνάρτησης f σε σχέση με το πρόσημο της συνάρτησης f΄ και τη ρίζα της συνάρτησης f΄ με το ακρότατο της συνάρτησης f. 

Επέκταση : 

· Ο εκπαιδευτικός έχει τη δυνατότητα να τροποποιήσει τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί η συνάρτηση f. Για παράδειγμα, μπορεί να ζητήσει η συνάρτηση να παρουσιάζει δύο τοπικά ακρότατα.

· Ο εκπαιδευτικός έχει τη δυνατότητα να τροποποιήσει τη δοσμένη δραστηριότητα, να την επεκτείνει προς άλλες μορφές συναρτήσεων, αξιοποιώντας τις δυνατότητες του λογισμικού. Για παράδειγμα, να χρησιμοποιήσει λογαριθμικές, τριγωνομετρικές, εκθετικές συναρτήσεις.

Προτεινόμενες δραστηριότητες:

1η Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(x)=χ2+γχ+δ και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ, Δ, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα και η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) να είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-∞, 2],

β) να είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [2, +∞),

γ) η εξίσωση f(x)=0 να έχει δύο ρίζες θετικές.

Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων γ και δ που βρήκατε;

2η Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(χ)=βχ2+γχ+δ και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ, Δ, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα και η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) να είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα (-∞, 1],

β) να είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα [1, +∞),
γ) η εξίσωση f(x)=0 να έχει δύο ρίζες ετερόσημες.

Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων β, γ και δ που βρήκατε;

3η Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ, Δ, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα και η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) να έχει ακρότατα στις θέσεις x1=0 και x2=2,

β) η γραφική παράσταση της f να διέρχεται από τα σημεία (0,0) και (1, -2).

Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ που βρήκατε;

4η Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ, Δ, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα και η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) να έχει ακρότατα στις θέσεις x1=0 και x2=2,

β) η γραφική παράσταση της f να έχει εφαπτομένη στο x =1 με κλίση 3,

γ) η εξίσωση f(χ)=0 να έχει μια διπλή θετική ρίζα.

1) Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ που βρήκατε;

2) Γιατί η διπλή ρίζα της εξίσωσης f(x)=0 είναι η x =2;

5η Δίνονται οι γραφικές παραστάσεις μίας παραμετρικής συνάρτησης f με τύπο f(χ)=αχ3+βχ2+γχ+δ και της αντίστοιχης παραγώγου. Μετατοπίστε τα άκρα των ευθύγραμμων τμημάτων Α, Β, Γ, Δ, ώστε να αλλάξουν οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ, δ αντίστοιχα και η συνάρτηση να ικανοποιεί τις παρακάτω προϋποθέσεις:

α) η γραφική παράσταση της f να έχει εφαπτομένη στο x =1 με κλίση 2,

β) η γραφική παράσταση της f να έχει οριζόντια εφαπτομένη στο x=0, 

γ) η γραφική παράσταση της f να διέρχεται από τα σημεία (0,0) και (1, 2).

Ποιες είναι οι τιμές των παραμέτρων α, β, γ και δ που βρήκατε;
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