Γεωμετρικοί Μετασχηματισμοί
Βιβλίο Καθηγητή

Επαναληπτικές διαδικασίες μετασχηματισμών

1.1.1. Η ιδέα που διέπει το σενάριο

Στο σενάριο αυτό οι μαθητές εμπλέκονται στην κατασκευή σχημάτων μέσω επαναληπτικών, οι οποίες περιέχουν και μετασχηματισμούς των αντικειμένων που επανακατασκευάζονται. 

1.1.2. Η επιστημονική υπόσταση του γνωστικού αντικειμένου
Οι επαναληπτικές διαδικασίες συνδέονται με μερικές σημαντικές μαθηματικές έννοιες, όπως είναι οι ακολουθίες και η σύγκλισή τους. Ο συνδυασμός μιας επαναληπτικής διαδικασίας και ενός ταυτόχρονου μετασχηματισμού, π.χ. ενός μη γραμμικού μετασχηματισμού, και συγχρόνως η σμίκρυνση ενός σχήματος, ορίζουν μια σύνθετη διαδικασία που οδηγεί σε αυτό που ονομάζουμε fractals. 

Τα fractals
Τα fractals (ο ακριβής ορισμός τους θα δοθεί αργότερα) σχετίζονται άμεσα με την εμφάνιση των υπολογιστών και των δυνατοτήτων της γραφικής αναπαράστασης στην οθόνη συναρτήσεων, σχημάτων κ.τ.λ. Ωστόσο υπάρχουν δύο θέματα που συνδέονται στενά με τα fractals και που, όπως καταγράφεται στη βιβλιογραφία, προηγήθηκαν της εμφάνισης των υπολογιστών. Το πρώτο θέμα αναφέρεται στην έκπληξη που ένιωσαν οι άνθρωποι που κατασκεύαζαν χάρτες στη Μεγάλη Βρετανία, μόλις διαπίστωσαν ότι σε ένα χάρτη το μήκος των ακτών της νήσου ήταν 5.000 μονάδες, ένω σε έναν άλλο, μεγέθυνση του προηγούμενου, το μήκος των ακτών ήταν 8.000 μονάδες. Όπως αποδείχθηκε στη συνέχεια, το μήκος της ακτής της Μεγάλης Βρετανίας ήταν σχεδόν διπλάσιο αυτού των 5.000 μονάδων. Φυσικά οι άνθρωποι αυτοί δεν έλαβαν υπόψη ότι σε ένα χάρτη μεγάλης κλίμακας οι μικρές διακυμάνσεις –εσοχές, εξοχές, κολπίσκοι– των ακτών δεν φαίνονται και επομένως δεν μετρώνται, σε αντίθεση με τους χάρτες μικρής κλίμακας. Το άλλο θέμα οφείλεται στον Γάλλο μαθηματικό Gaston Julia ο οποίος αναρωτήθηκε πώς θα έμοιαζε η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης μιγαδικών αριθμών, όπου σε κάθε μιγαδικό αριθμό z=x+yi θα αντιστοιχούσε ο μιγαδικός z2+c, με c έναν επίσης σταθερό μιγαδικό αριθμό. Στο νέο αριθμό θα εφαρμοζόταν ο ίδιος μετασχηματισμός και θα προέκυπτε ένας νέος αριθμός.
Ο όρος fractal προτάθηκε το 1975 από τον Benoît Mandelbrot, ο οποίος έκανε χρήση της λατινικής λέξης fractus που σημαίνει «σπασμένο», «κομματιασμένο». Στην κοινή αντίληψη αναφέρεται ως ένα σχήμα που κατασκευάζεται με επανάληψη ή ως ένα σχήμα που είναι όμοιο σε όλες τις κλίμακες σμίκρυνσης ή μεγέθυνσης. Στα Μαθηματικά «fractal» μπορεί να ονομαστεί ένα γεωμετρικό αντικείμενο που φέρει τα εξής χαρακτηριστικά:
· Έχει μια έξοχη δομή που επαναλαμβάνεται σε κάθε κλίμακα μεγέθυνσης.

· Έχει έναν απλό και επαναλαμβανόμενο ορισμό.

· Είναι όμοιο του εαυτού του σε κάθε επανάληψη.

· Δεν μπορεί να περιγραφεί εύκολα με τη γλώσσα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας.

Ο αναγνώστης μπορεί να βρει περισσότερες πληροφορίες στις παρακάτω ιστοσελίδες:

· http://en.wikipedia.org/wiki/Fractal 

· http://www.math.umass.edu/~mconnors/fractal/fractal.html
· http://www.cln.org/themes/fractals.html 

· http://library.thinkquest.org/3288/ 

1.1.3. Οι επιμέρους στόχοι

Στο πλαίσιο αυτού του σεναρίου οι μαθητές αναμένεται:
· Να εφαρμόσουν επαναληπτικές διαδικασίες μετασχηματισμού, με σκοπό να κάνουν μια γεωμετρική κατασκευή.

· Να διερευνήσουν τη σχέση που έχει το σχήμα-πρότυπο με το σχήμα-εικόνα που προκύπτει από τους συγκεκριμένους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς.

· Να ορίσουν επαναληπτικούς μετασχηματισμούς, να παρατηρήσουν και να εκφράσουν τις ιδιότητες της καμπύλης-εικόνας σε σχέση με τις ιδιότητες της αρχικής.

· Να κάνουν γεωμετρικούς υπολογισμούς για τα μήκη και τα εμβαδά των σχημάτων που δημιουργούνται από την επανάληψη των μετασχηματισμών.

1.1.4. Τα εργαλεία και τα μέσα 

Οι μαθητές θα πρέπει να χρησιμοποιήσουν υπολογιστή, τα λογισμικά Cabri Geometry II Plus και Modellus, καθώς και το προγραμματιστικό περιβάλλον της Pascal. Επίσης, θα χρειαστούν φύλλα εργασίας και πρόχειρο χαρτί στο οποίο θα κρατούν σημειώσεις.

1.1.5. Η αναγκαία προετοιμασία

Οι εκπαιδευτικοί των Μαθηματικών, της Φυσικής και της Πληροφορικής μελετούν τις προτεινόμενες δραστηριότητες, με σκοπό να προσαρμόσουν στη διδακτική ατζέντα και στο σχεδιασμό τους:
· Τα προτεινόμενα φύλλα εργασίας. Ωστόσο, μπορούν να κατασκευάσουν και δικά τους φύλλα εργασίας στα οποία θα διατυπώσουν ερωτήματα ή προβλήματα σχετικά με το αντικείμενο διερεύνησής τους. 

· Τον τρόπο, το χρόνο και τη σειρά διεξαγωγής των προτεινόμενων ή των τροποποιημένων φύλλων εργασίας.

Επίσης σχηματίζουν τις ομάδες των μαθητών, ανάλογα με τις θέσεις κάθε μαθήματος στο εργαστήριο υπολογιστών, και επιλέγουν τους μαθητές των ομάδων είτε τυχαία είτε με βάση τις γνώσεις ή την εμπειρία που έχουν στη χρήση του λογισμικού, τοποθετώντας στις διάφορες ομάδες εκείνους που έχουν μεγαλύτερες ικανότητες. Ιδιαίτερα όταν οι μαθητές έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή με το κάθε λογισμικό, καλό θα είναι ο εκπαιδευτικός να δημιουργήσει και να δώσει έτοιμο στους μαθητές το αρχείο με το οποίο θα εργαστούν.

1.1.6. Η ροή εφαρμογής 

Προτείνουμε οι δραστηριότητες της ενότητας αυτής να διεξαχθούν στις ώρες των Μαθηματικών, της Φυσικής και της Πληροφορικής. Οι φάσεις υλοποίησης των δραστηριοτήτων μπορούν να ακολουθήσουν την εξής σειρά: 

Δίνεται στους μαθητές έτοιμο το αρχείο math9_4.fig και η μακροεντολή Fractal_1.mac του λογισμικού Cabri Geometry II Plus, όπου, ακολουθώντας τις οδηγίες της μακροεντολής, θα μετασχηματίσουν έναν αρχικό κύκλο, όπως στο έτοιμο αρχείο. Εδώ οι μαθητές μπορούν να μετακινήσουν είτε τον κύκλο, είτε το διάνυσμα ΟΑ, είτε τα σημεία Μ, Μ1, Μ2 και Μ3, και να παρατηρήσουν πώς μετασχηματίζονται τα σημεία του ενός σχήματος στο άλλο.

Ο εκπαιδευτικός μπορεί να επεκτείνει ή να τροποποιήσει τις προτεινόμενες δραστηριότητες, λαμβάνοντας υπόψη και όσες προτείνονται στο βιβλίο του μαθητή. 
1.1.7. Οι διδακτικές οδηγίες και προτάσεις που συνοδεύουν τα φύλλα εργασίας

Προετοιμασία των μαθητών

Ζητήστε από τους μαθητές να σχολιάσουν πριν από την έναρξη της δραστηριότητας και για 5΄ την έννοια του μη γραμμικού μετασχηματισμού και της επαναληπτικής διαδικασίας. Επίσης, θα πρέπει με τη βοήθειά σας να εστιάσουν την προσοχή τους στη διαδικασία αντιστοίχισης των σημείων του αρχικού γεωμετρικού τόπου (κύκλου) με τον τελικό γεωμετρικό τόπο και κατόπιν να περιγράψουν τη διαδικασία αυτή.

Διαχείριση των εργαλείων του μικρόκοσμου 

Ζητήστε από τους μαθητές:
· Να κινήσουν αργά είτε το σημείο Μ είτε το κέντρο του κύκλου, είτε το διάνυσμα είτε την ακτίνα του κύκλου και να παρατηρήσουν τις μεταβολές της καμπύλης-εικόνας σε σχέση με τη θέση και το μέγεθος των παραμέτρων που ορίζουν το μετασχηματισμό.

· Να περιγράψουν με δικά τους λόγια τις μεταβολές που παρατηρούν.

Διερευνήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να εκφράσουν μέσα στην ομάδα τους και στην τάξη τις παρατηρήσεις τους σχετικά με την καμπύλη του γεωμετρικού τόπου.
· Πώς μετακινείται το σημείο Μ που ορίζει το γεωμετρικό τόπο, όταν μεταβάλλεται το σημείο Α.

· Τι μορφή έχει η καμπύλη του γεωμετρικού τόπου και σε ποια ιδιότητα οφείλεται.

Απαντήσεις

Ζητήστε από τους μαθητές να διατυπώσουν τις απαντήσεις τους μέσα στην τάξη. Παρακάτω δίνονται μερικές από τις πιθανές τους απαντήσεις:

Διερεύνηση 1

(α)
Θα απαντήσουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι μια καμπύλη, της οποίας η μορφή μεταβάλλεται με διαφορετικούς τρόπους:
· Όταν μεταβάλλεται το διάνυσμα, η καμπύλη μεταβάλλει μόνο τη θέση της.

· Όταν μετακινείται το κέντρο ή η ακτίνα του κύκλου, η καμπύλη αλλάζει μορφή και μέγεθος. 

Διερεύνηση 2 

(α)
Θα απαντήσουν ότι ο γεωμετρικός τόπος είναι μια καμπύλη με μορφή όμοια με εκείνη που έχει η καμπύλη, όταν εφαρμοστεί ο μετασχηματισμός μια φορά, το κέντρο του κύκλου βρίσκεται στην αρχή των αξόνων και το διάνυσμα ανήκει στον άξονα χχ΄. Μεταβάλλεται με τους ίδιους τρόπους που περιγράφηκαν στο πρώτο ερώτημα.
· Όταν μεταβάλλεται το διάνυσμα, η καμπύλη μεταβάλλει μόνο τη θέση της.

· Όταν μετακινείται κέντρο ή η ακτίνα του κύκλου, η καμπύλη αλλάζει μορφή και μέγεθος. Όταν είναι κοντά στην αρχή των αξόνων, η καμπύλη έχει την ακόλουθη μορφή:
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1.1.8. Προτάσεις επέκτασης ή διαφοροποίησης των δραστηριοτήτων

1. Μπορείτε να εφαρμόσετε το μετασχηματισμό της μακροεντολής «Fractal_1.mac» δύο φορές σε μια ευθεία; Πότε διατηρείται η μορφή της;

2. Μπορείτε να ορίσετε και άλλες επαναληπτικές διαδικασίες μετασχηματισμών, μη γραμμικού τύπου, ανάλογες με εκείνον της μακροεντολής Fractal_1.mac;
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